Algebraic methods in topoloogy by Gilman, Albert Franklin
University of Montana 
ScholarWorks at University of Montana 
Graduate Student Theses, Dissertations, & 
Professional Papers Graduate School 
1958 
Algebraic methods in topoloogy 
Albert Franklin Gilman 
The University of Montana 
Follow this and additional works at: https://scholarworks.umt.edu/etd 
Let us know how access to this document benefits you. 
Recommended Citation 
Gilman, Albert Franklin, "Algebraic methods in topoloogy" (1958). Graduate Student Theses, Dissertations, 
& Professional Papers. 8238. 
https://scholarworks.umt.edu/etd/8238 
This Thesis is brought to you for free and open access by the Graduate School at ScholarWorks at University of 
Montana. It has been accepted for inclusion in Graduate Student Theses, Dissertations, & Professional Papers by an 
authorized administrator of ScholarWorks at University of Montana. For more information, please contact 
scholarworks@mso.umt.edu. 
ALGEBRAIC METHODS I N  TOPOLOGY
b y
ALBERT FRANKLIN GILMAN I I I  
B . S .  N o r t h w e s t e r n  U n i v e r s i t y ,  1 9 5 3
P r e s e n t e d  i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  
o f  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  d e g r e e  o f
M a s t e r  o f  A r t s
MONTANA STATE UNIVERSITY 
1 9 5 8
A p p r o v e d  b y :
c h a i r m a n .  B o a r d  o f  E x ^ i n e r s
b e a n ,  G r a d u a t e  S c h o o l
AUG 2 2 1958
D a t e
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
UMI Number: EP39039
All rights reserved
INFORMATION TO ALL USERS 
The quality of this reproduction is dependent upon the quality of the copy submitted.
In the unlikely event that the author did not send a complete manuscript 
and there are missing pages, these will be noted. Also, if material had to be removed,
a note will indicate the deletion.
UMT
Oissarlation Publishing
UMI EP39039
Published by ProQuest LLC (2013). Copyright in the Dissertation held by the Author.
Microform Edition ©  ProQuest LLC.
All rights reserved. This work is protected against 
unauthorized copying under Title 17, United States Code
ProQuest LLC.
789 East Eisenhower Parkway 
P.O. Box 1346 
Ann Arbor, Ml 48106 -1346
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
a - M - s ' â
11
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
ACKNOVÏLEDGMENTS
T h e  a u t h o r  i s  e s p e o i a l l y  i n d e b t e d  t o  
D o c t o r  W i l l i a m  R .  B a l l a r d  f o r  t h e  s u g g e s t i o n  o f  
t h e  s u b j e c t  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n  a n d  f o r  h i s  g e n ­
e r o u s  a s s i s t a n c e  a n d  c o n s t a n t  g u i d a n c e  t h r o u g h o u t  
t h e  e n t i r e  w o r k .  To D o c t o r  J o s e p h  H a s h i s a k i  h e  i s  
d e e p l y  i n d e b t e d  f o r  s e v e r a l  v e r y  h e l p f u l  s u g g e s t i o n s  
a n d  f o r  a  m e t i c u l o u s  r e a d i n g  o f  t h e  e n t i r e  t h e s i s ,
A ,  F .  G. I l l
—i l l —
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
INTRODUCTION
T h i s  s t u d y  o f  a l g e b r a i c  t o p o l o g y  i s  c o n c e r n e d  g e n e r a l l y  
■with t h e  d e c o m p o s i t i o n  o f  g e o m e t r i c  f o r m s  i n t o  t h e  s i m p l e s t  
o f  g e o m e t r i c  f o r m s ,  s i m p l e x e s ,  w i t h  t h e  p e c u l i a r  g e o m e t r i c  
f o r m s  -w h ich  a d m i t  o f  t h i s  d e c o m p o s i t i o n ,  c a l l e d  p o l y h e d r a ,  
a n d  w i t h  t h e  s c h e m e s  o f  s u c h  d e c o m p o s i t i o n s ,  c a l l e d  c o m p l e x ­
e s ,  C e r t a i n  o b j e c t s  p r e s e r v e d  u n d e r  t o p o l o g i c a l  t r a n s f o r m a ­
t i o n s  k n o w n  a s  t h e i r  t o p o l o g i c a l  i n v a r i a n t s  a r e  a s s o c i a t e d  
w i t h  p o l y h e d r a .  A l t h o u g h  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  o f  t o p o l o g i c a l  
i n v a r i a n t s  o f  p o l y h e d r a  i s  n o t  y e t  k n o w n ,  c e r t a i n  i n v a r i a n t s  
h a v e  b e e n  d i s c o v e r e d  a n d  s t u d i e d .  O f  t h e s e  t h e  h o m o l o g y  
g r o u p s  a r e  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t .  T h e  h o m o l o g y  g r o u p s  a r e  
a b e l i a n ,  a d m i t  o f  f i n i t e  s y s t e m s  o f  g e n e r a t o r s  a n d  a r e  c a p a ­
b l e  o f  b e i n g  d e t e r m i n e d  b y  t h e i r  n u m e r i c a l  i n v a r i a n t s .  T h i s  
s t u d y  i s  p a r t i c u l a r l y  c o n c e r n e d ,  h o w e v e r ,  w i t h  t h e  p r o o f  
t h a t  t h e  h o m o l o g y  g r o u p s  a r e  t r u l y  t o p o l o g i c a l  i n v a r i a n t s .
To t h i s  e n d  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  m a p p i n g s  a r e  d e v i s e d  t o  
r e p l a c e  c o n t i n u o u s  m a p p i n g s  f r o m  o n e  p o l y h e d r o n  t o  a n o t h e r  
w h i c h  h a v e  t h e  a d v a n t a g e  o f  s u b m i t t i n g  c o m p l e t e l y  t o  a l g e ­
b r a i c  m e t h o d s  o f  t r e a t m e n t  a n d  w h i c h  i n d e e d  p r o v i d e  a l g e b r a ­
i c  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  t w o  p o l y h e d r a .  T he  s i m p l i c i a l  
a p p r o x i m a t i o n  m a p p i n g s  m ay  b e  d e f i n e d  o n  t h e  s i m p l e x e s  o f  a  
p o l y h e d r o n  o r  m a y  b e  d e f i n e d  o n  s m a l l e r  s i m p l e x e s  f o r m e d  b y  
a  f i n i t e - o r d e r  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  s i m -
- i v -
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p l e x e s .  T h e  e x t e n t  t o  w h i c h  t h e  s i m p l i c i a l  m a p p i n g s  a p p r o x ­
i m a t e  t h e  c o n t i n u o u s  m a p p i n g s  d e p e n d s  o n  t h e  o r d e r  o f  t h e  
b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  i n v o l v e d .  A f t e r  t h e  h o m o l o g y  g r o u p s  
o f  a  c o m p l e x  a r e  p r o v e d  t o  b e  i s o m o r p h i c  u n d e r  b a r y c e n t r i c  
s u b d i v i s i o n  t h e  p r o o f  t h a t  t h e  h o m o l o g y  g r o u p s  o f  t w o  c o m ­
p l e x e s  w i t h  h o m e o m o r p h i c  p o l y h e d r a  a r e  i s o m o r p h i c  c o n c l u d e s  
t h e  w o r k .
- V -
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D E F IN IT IO N  1 :  A s e t  o f  e l e m e n t s ,  r e f e r r e d  t o  a s  p o i n t s
( o r  a s  v e c t o r s ) , i s  c a l l e d  a  r e a l  l i n e a r  s p a c e  ( o r  a  r e a l  
v e c t o r  s p a c e ) i f  i t  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :
a )  t h e  s e t  i s  a n  a d d i t i v e  a b e l i a n  g r o u p ,
b )  R^  i s  c l o s e d  u n d e r  o p e r a t i o n  o n  t h e  l e f t  
b y  r e a l ‘n u m b e r s  i n  s u c h  a  m a n n e r  t h a t  i f  x  a n d  y  a r e  
e l e m e n t s  o f  R ^  a n d  i f  / \  a n d a r e  r e a l  n u m b e r s  t h e n :
1) 7s ( x  -h y )  *  A x  -+" A y  
S ) (A  ■+■ y ^ ) x  'S' A x  - f * ^ x
3 )  A ^  x )  *  ( A y ^ ) x
4 )  I x  = X
D E F IN IT IO N  2 :  A s y s t e m  Xj^, X g ,  . .  , Xj^ o f  e l e m e n t s  o f  R^
i s  a  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s y s t e m  i f  t h e  r e l a t i o n  A^^^.
•+ • • • 4- A^^j^  =  0 i m p l i e s  . . .  =  =  0,
w h e r e  t h e  A^» A ^ , • • • »  A ^  a r e  a l l  r e a l  n u m b e r s .  A s y s t e m  
i s  l i n e a r l y  d e p e n d e n t  i n  c a s e  i t  i s  n o t  l i n e a r l y  i n d e p e n ­
d e n t  .
D E F IN IT IO N  5 :  A l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t  x ^ ,  X g ,
i s  m a x i m a l  i n  c a s e  e v e r y  s e t  x , , x _ , . . . .  x .  , y  i s  l i n e a r l y
A k
d e p e n d e n t .
LEMMA I n  a  r e a l  l i n e a r  s p a c e  R^ e v e r y  m a x i m a l  l i n e a r l y  
i n d e p e n d e n t  s e t  h a s  t h e  s a m e  c a r d i n a l i t y .
D E F IN IT IO N  4 :  T h e  c a r d i n a l i t y  o f  a  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e ­
p e n d e n t  s e t  o f  e l e m e n t s  i n  i s  c a l l e d  t h e  d i m e n s i o n  o f  R ^ .
- 1-
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D E F IN IT IO N  'ô: A r e a l  l i n e a r  s p a c e  w h o s e  d i m e n s i o n  i s  n
i s  c a l l e d  a n  n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  o v e r  t h e  f i e l d  o f  
r e a l  n u m b e r s .
D E F IN IT IO N  A b a s i s  o f  i s  a  m a x i m a l  s y s t e m  e^^, e ^ ,
• . . ,  e ^  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e l e m e n t s  o f  t h e  n - d i m e n ­
s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  R ^ .
REMARK: B y  m e a n s  o f  a  b a s i s  o f  R ^  i t  i s  p o s s i b l e  t o  i n t r o ­
d u c e  c o - o r d i n a t e s .  T h i s  i s  d o n e  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  
i f  X i s  a n  e l e m e n t  o f  R^ t h e n  t h e r e  m u s t  e x i s t  a  d e p e n d e n c e  
r e l a t i o n  ^ x  ^ ^ e ^ - h  ^ ^ e ^  4-  . . .  4 =  0 b e c a u s e  t h e
s y s t e m  e ^ , e g ,  . . . ,  m a x i m a l l y  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t .
S i n c e  t h e  b a s i s  e ^ , e ^ ,  . . . ,  e^^ i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  we 
m u s t  h a v e  ^  0 ,  S o l v i n g  f o r  x  we o b t a i n  x  «  x ^ e ^  +■ 
x ^ e  4 -  . . . 4 “ x ^ e  w h e r e  t h e  x ^ ,  i ®  1 ,  2 , . . . ,  n ,  a r e  r e a l  
n u m b e r s  a n d  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  v e c ­
t o r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  b a s i s  e ^ , e g ,  . . . ,  e ^ .  We o f t e n  
w r i t e  X i n  t e r m s  o f  i t s  c o - o r d i n a t e s ;  x  »  ( x ^ ,  x ^ , . . . ,  
x ^ )  •
D E F IN IT IO N  2.’ A s y s t e m  o f  p o i n t s  X q ,  x^_...................Xj^ o f  a n
n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  i s  c a l l e d  i n d e p e n d e n t  ( n o t  t o  
b e  c o n f u s e d  w i t h  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t )  i f  t h e  s y s t e m  o f  
v e c t o r s
( 1 )  {Xj_ -  Xq ) ,  ( Xg -  Xq ) ,  . . . ,  (Xj^ -  Xq )
i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t .
LEMMA S :  I f  Xq , x ^ .................. Xj^ a r e  i n d e p e n d e n t  t h e n  k  ^  n .
LEMMA T h e  p o i n t s  x ^ ,  x ^ ,  . . . ,  x ^  a r e  i n d e p e n d e n t  i f  a n d
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o n l y  i f  t h e  t w o  r e l a t i o n s  ( 2 )  a n d  ( 3 ) :
( 2) ^ ^ ^ 1+  ~  0
( 3 )  A® 4- . . . 4 -  zf ()
t o g e t h e r  i m p l y  t h a t
( 4 )
0 1 k
w h e r e  A , A  , » * $ A a r e  r e a l  n u m b e r s .
P r o o f : a )  G r a n t e d  t h a t  x  , x  , x  a r e  i n d e p e n -
U X fC
d e n t  we s h a l l  s h o w  t h a t  t h e  t w o  r e l a t i o n s  ( 2 )  a n d  ( 3 )  
t o g e t h e r  i m p l y  ( 4 ) .  Now i f  X q ,  x ^ ,  a r e  i n d e p e n d e n t
t h e n  t h e  p o i n t s
( 1 )  ( X ^  -  X q ) ,  ( X g  -  X q ) ,  . . . ,  ( X j ^  -  X q )
a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  b y  d e f i n i t i o n  o f  i n d e p e n d e n c e .
A l s o ,  b y  ( 3 )  we m a y  w r i t e  ( 2 )  i n  t h e  f o r m  -f  -f
4 "  " ^ ^ ^ 1  ®  -  3 C q )
4  "  ^ 0 ^ “̂  • * • 4 '  S i n c e  s y s t e m  ( 1 )
i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  t h e  l a s t  r e l a t i o n ;  i m p l i e s  t h a t
= . . .  =- A ^  “  0  a n d  h e n c e  i n  v i e w  o f  ( 3 )  we s e e  
t h a t  a P s o .
b )  C o n v e r s e l y ,  we s h a l l  s h o w  t h a t  i f  ( 2 )  a n d  
( 3 )  t o g e t h e r  i m p l y  ( 4 )  t h e n  t h e  s y s t e m  Xq , x ^ ,  . . . ,  i s  
i n d e p e n d e n t .  L e t  u s  a s s u m e  t h a t
( 5 )  -  Xq ) +  ) -f" ^ ^ ^ ^ k  ’  ^ 0 ^ ~  ° '
I f  we s e t  t P  =  “ ( f  . . .  4  m a y  r e w r i t e  ( 5 )
i n  t h e  f o r m :
( 2) 7>°^o =  0
w h e r e  t h e  n u m h e r s  7P ,  s a t i s f y  ( 3 ) .  B u t  b y
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a s s u m p t i o n  ( 2 )  a n d  ( 5 )  t o g e t h e r  i m p l y  ( 4 ) ,  s o  “
. . .  S' — 0 .  T h a t  i s ,  t h e  s y s t e m  ( 1 )  i s  l i n e a r l y  i n d e ­
p e n d e n t .  By d e f i n i t i o n  o f  i n d e p e n d e n c e ,  t h e n ,  Xq , x ^ , 
x ^  i s  a n  i n d e p e n d e n t  s y s t e m .
COROLLARY: T h e  i n d e p e n d e n c e  o f  a  s y s t e m  o f  p o i n t s
Xq , * • • • »  n o t  a f f e c t e d  b y  t h e  o r d e r  i n  w h i c h  t h e
p o i n t s  a r e  e n u m e r a t e d .
LEMMA 4 :  T h e  i n d e p e n d e n c e  o f  a  s y s t e m  o f  p o i n t s  i m p l i e s  t h e
i n d e p e n d e n c e  o f  e v e r y  o n e  o f  i t s  s u b s y s t e m s .
REMARK; G e o m e t r i c a l l y  t h e  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  p o i n t s  
X q ,  Xj^, . . . ,  Xjj. m e a n s  t h a t  t h e  h y p e r p l a n e  o f  l e a s t  d i m e n s i o n  
w h i c h  c o n t a i n s  t h e m  i s  o f  d i m e n s i o n  k .  I f  t h e  p o i n t s  
X q ,  x ^ , . . . ,  x ^  a r e  d e p e n d e n t ,  t h e n  t h e  h y p e r p l a n e  o f  l e a s t  
d i m e n s i o n  w h i c h  c o n t a i n s  t h e m  h a s  d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  k .  
D E F IN IT IO N  8; T h e  r a n k  o f  a n  m x  n  m a t r i x  i s  t h e  m a x im u m  
n u m b e r  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  r o w s  ( o r  c o l u m n s )  i f  t h e  r o w s  
( o r  c o l u m n s )  o f  t h e  m a t r i x  a r e  r e g a r d e d  a s  v e c t o r s  i n  R ^
( o r  R°^) .
LEMMA L e t  X q ,  x ^ ,  . . . ,  x ^ ,  k  ^  n ,  b e  a  s y s t e m  o f  p o i n t s  
o f  a n  n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  R ^ ,  a n d  l e t  e ^ ,  e ^ , . . . ,  e ^  
b e  a  b a s i s  o f  t h i s  s p a c e .  S u p p o s e  t h e  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  
p o i n t s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  k  "h 1 r e l a t i o n s  
( 6) x ^ e ^  4 -  x ^ 6g 4-  . . .  4- x ^ e ^ , i  »  0 , 1 , .
I n t r o d u c e  f o r m a l l y  t h e  n u m b e r s  x ^  b y  l e t t i n g  
( 7 )  z °  i  1 ,  i  =  0 ,  1 ,  . . . ,  k .
D e n o t e  t h e  m a t r i x
, k .
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3,0
_0
X
.0
"k
n
4 1 S Of 1 ; • • • y  k0 , 1 , , n
b y  t h e  e x p r e s s i o n
N
'0
=  N ( ï )  .
k
T h i s  m a t r i x  h a s  k  +  1  r o w s  a n d  n  4 "  1  c o l u m n s  a n d  k  -+ 1 6 
n  4* 1 .  T h e  p o i n t s  o f  t h e  s y s t e m  x ^ , x ^ ,  x ^  a r e  i n d e ­
p e n d e n t  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  m a t r i x  N(% ) i s  o f  r a n k  k 4 -  1 .
P r o o f : We d i v i d e  t h e  p r o o f  i n t o  t w o  p a r t s  a n d  p r o v e  i n
e a c h  c a s e  t h e  c o n t r a p o s i t i v e  s t a t e m e n t .
a )  A s s u m e  t h e  r a n k  o f  N (X )  i s  n o t  k  +  1 .  We 
n o t e  t h a t  t h e  r a n k  o f  t h e  m a t r i x  N( X)  c a n n o t  b e  g r e a t e r  t h a n
k  "h 1 .  Now i f  t h e  r a n k  o f  N( X)  i s  l e s s  t h a n  k  4* 1 t h e n  b y
• +
d e f i n i t i o n  o f  r a n k  t h e  k  4* 1  r o w  v e c t o r s  a r e  n o t  l i n e a r l y  
i n d e p e n d e n t . T h e n  t h e r e  m u s t  e x i s t  a  l i n e a r  d e p e n d e n c e  
a m o n g  t h e  r o w  v e c t o r s .  T h a t  i s ,  t h e r e  m u s t  e x i s t  k  +  1 
n u m b e r s  , . . . ,  n o t  a l l  e q u a l  t o  z e r o ,  f o r
w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  h o l d s :
( 8) +  • • • + •  J *  0, 1 .................. n .
I n  o t h e r  w o r d s ,  we h a v e  t h e  r e l a t i o n :
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%
l x °
^0
^1
%o a
= k ^ k
( 6) b y
-K
f  . . • +
X
X
n
0
n
1
n
=  ^Q, 0 , • • • ,  o j  .
i »0
S u m m i n g  o v e r  1 we 
o b t a i n ;  • • • +  ?
2 ^  ( ^ ? \ y ) e . =  f z (  -+ • • • +
j » l  i *0 ^  J j * l  °  ^  ^  -
F o r  j  =  0 we s e e  b y  18) t h a t  ^ ^ x ^  ? )^ x ^  ■ + . . , - + •  ^ "
0.
a .  B u t  b y  ( 7 )  we k n o w  t h a t  x^ 1 , i  =  0 , 1 , k .  H e n c e
0. T h u s  we h a v e  t h e  s i t u a t i o n  t h a tX ° " +  +  7i^
t h e  t w o  r e l a t i o n s  ^ ® x ^ - f  ^  4"
-j- . . .  -f- "  0 d o  n o t  t o g e t h e r  i m p l y  t h a t  ^  ^  ^  =
. . .  3. z  0# B u t  b y  t h e  c o n t r a p o s i t i v e  o f  t h e  s u f f i c i e n c y  
p o r t i o n  o f  Lemma 3 we k n o w  t h a t  i f  (s) a n d  (s) t o g e t h e r  d o
n o t  i m p l y  ( 4 )  t h e n  t h e  s y s t e m  x ^ ,  x ^ ,  . . . ,  x ^  i s  n o t  i n d e ­
p e n d e n t .
. ,  x ^  a r eb )  A s s u m e  t h a t  t h e  p o i n t s  x ^ , x ^ ,
n o t  i n d e p e n d e n t .  T h e r e  a r e  a l w a y s  k  " f  1  n u m b e r s  p P ,
Ic. . . »  ^  w h i c h  s a t i s f y  ( 2 )  a n d  ( 3 ) .  B u t  i f  Xq , x ^^, . . . ,  x^^
i s  n o t  a n  i n d e p e n d e n t  s e t  t h e n  t h e r e  e x i s t  . . . »
w h i c h  s a t i s f y  ( 2 )  a n d  ( 3 )  b u t  w h i c h  d o  n o t  i m p l y  ( 4 ) .  
T h a t  i s ,  . . . ,  a r e  n o t  a l l  e q u a l  t o  z e r o .  By
s u b s t i t u t i o n  i n t o  ( 2 ) t h e  e x p r e s s i o n  f o r  x ^  g i v e n  i n  ( 6) a n d
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b y  r e w r i t i n g  ( 3 )  b y  v i r t u e  o f  ( 7 )  i n  t h e  f o r m  
Ti^x® +  . . .  i h  / ) ^ x ^  ^  0 we o b t a i n
( 8) 7\ ° x ^  +  + . . . +  ; i ' S : ^ = 0 , 3 = 0 , 1 , . . ,
I n  o t h e r  w o r d s ,  we h a v e  a  n o n z e r o  v e c t o r  71^, . . . ,  71^
n .
s u c h  t h a t Î?»
0 1 n
X q  , ^0
0 x ^  , ,  , x ^
1 1 1
0 1 n
k x ^  . . . ^ k
^ 0 ,  0 ,  oj  ,  T h u s  t h e  r o w  v e c t o r s  o f  N (X )  a r e  n o t
l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t .  By d e f i n i t i o n  o f  r a n k  we k n o w  t h a t  
k  +  1 c a n n o t  b e  t h e  r a n k  o f  N ( X ) •
LEMMA 6: G i v e n  a n  n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  a n d  a n
i n t e g e r  k  ^  n ,  t h e  s e t  o f  p o i n t s
( 9 ) u . 0 , u s e - ,  u.
w h e r e  e ^ ,  e ^ ,
u .  as e.
n
c o n s t i t u t e  a  b a s i s  o f  R , i s  a n  i n d e ­
p e n d e n t  s y s t e m  o f  p o i n t s .
P r o o f ; T h e  p o i n t  u ^  0 i s  t h e  z e r o  o f  t h e  a d d i t i v e  
a b e l i a n  g r o u p  R ^  o r ,  e q u i v a l e n t l y ,  t h e  o r i g i n  o f  c o - o r d i ­
n a t e s  o f  t h e  l i n e a r  s p a c e  R ^ ,  T h e  v e c t o r s  ( u ^  -  u ^ )  =  e ^ ,  
(Ug -  Uq ) =  S g ,  ( u ^  -  Uq ) »  e ^  a r e  o b v i o u s l y  l i n e a r l y
i n d e p e n d e n t  s i n c e  e .  , e  , .
J- (V
■ i  • n
. . ,  e ,  a r e  a  s u b s e t  o f  t h e  b a s i s  
k
H e n c e  b y  d e f i n i t i o n  o f  a n  i n d e ­
p e n d e n t  s y s t e m  o f  p o i n t s  we  h a v e  t h e  r e s u l t  t h a t  u ^ ,  u ^ ,
u  a r e  i n d e p e n d e n t ,
1C
D E F IN IT IO N  _9: A  l i n e a r  s p a c e  R ^  i s  a  l i n e a r  E u c l i d e a n  s p a c e
i f  t h e r e  e x i s t s  a  f u n c t i o n  c a l l e d  i n n e r  p r o d u c t  d e f i n e d  o n
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e v e r y  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  w h i c h  a s s o c i a t e s  w i t h  e v e r y  t w o
v e c t o r s  x ,  y  £  a  r e a l  n u m b e r  x « y ,  c a l l e d  t h e i r  i n n e r
p r o d u c t  a n d  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  r e l a t i o n s
f o r  r e a l  n u m b e r s  :
a )  l i n e a r i t y :  ( / \  x  + > < ^ y ) * z — 7^ ( x * z )  -f"
/ < A , ( y z )
b )  s y m m e t r y :  x * y  *  y * x
o )  n o n n e g a t i v i t y :  x * x  ^  0
a n d  w h e r e  i n  t h e  l a s t  r e l a t i o n  e q u a l i t y  o c c u r s  i f  a n d  o n l y  
i f  X = 0 .
D E F IN IT IO N  1 0 ; Two v e c t o r s  x  a n d  y  a r e  s a i d  t o  b e  o r t h o g o ­
n a l  i f  x * y  — 0 ,  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  z e r o  v e c t o r  i s  o r t h o g o ­
n a l  t o  e v e r y  v e c t o r .
LEMMA I t  i s  p o s s i b l e  t o  i n t r o d u c e  a n  i n n e r  p r o d u c t  i n t o  
e v e r y  r e a l  l i n e a r  s p a c e  R ^ .
P r o o f : I f  e ^ ,  e ^ ,  e ^  i s  a  b a s i s  o f  R ^ ,  d e f i n e  t h e
i n n e r  p r o d u c t  f o r  t h e  b a s i s  v e c t o r s  b y  p u t t i n g  “  ^ i j
w h e r e  1  a n d  w h e r e  S .  . -  0 f o r  1 ^ 3 »  I f  x  — x ^ e ^  *t“
x ^ e  a n d  y  =  y ^ e  t  y ^ e  - f  . . . - f  y ^ e  a r e  a n y  t w o6 ü  _L c  n
v e c t o r s  o f  R ^ ,  t h e n  we d e f i n e  x * y =  x ^ y ^  H- x ^ y ^
x ^ y ^ .  We n o w  p r o v e  t h a t  t h e  i n n e r  p r o d u c t  a s  d e f i n e d  a b o v e
s a t i s f i e s  t h e  t h r e e  r e l a t i o n s  o f  l i n e a r i t y ,  s y m m e t r y ,  a n d
n o n n e g a t i v i t y .
a )  L i n e a r i t y ;  ( A  % y )  - z  =  j ^ T ^ x ^ e ^ - f -
+  ( ? \ x ^ © 2 - t ^ y ^ e g )  -f* . . .  +  ( T ' y ^ e ^  • 
jz ^ e ^  4" z^6g 4- . . .  4- z '^ e ^ s .  |^( -iy it y ^ )e ^  4- ( ^ x ^  4 -
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+  . . .  +  y ^ ) e ^ O «  £( z ^ ) e ^  +  ( z ^ ) e ^ ' - h  . . .  +"
( z ^  ) y ^  ) z ^  +  ( ?\ x ^ - J ^  y ^  ) z ^  -t* . . .  ^  ( f) x ^ r f -
y l ^ y ^ ) z ^  -  ( /  x ^ z ^  y ^ z ^  ) +" ( ^  “f y i ^  y ^ z ^ )  -h . . .  -f"
( ^ x ^ z ° ^  S  ( ^ x ^ z ^  +  / i x ^ z ^  4" . . . - f  ^  x ^ z ^ )  4 -
(^y^z^4yiA# y^z^ 4- ». .  i y ( *  y ° 'z ^ }  s 7 (x*z) "4/^(yz).
b )  S y m m e t r y ;  x * y =  x ^ y ^  4" x ^ y ^ 4 -  . . .  - f  x ^ y ^ s  
y ^ x ^  +  y ^ x ^  +  . . .  ■+ y^x°^ =  y x .
n 1 P P
c )  N o n n e g a t i v i t y :  x * x  =" x  x  ■+‘x  x  "+ . . .  "f 
x^x°^ a  ( x ^ ) ^  4- ( x ^ ) ^ H -  . . . - f  ( x ^ ) ^ . ^  0 .  I n  t h i s  r e l a t i o n  
t h e  e q u a l i t y  o c c u r s  o n l y  i f x s  ( 0 , 0 , . . . ,  0) * * 0. 
D E F IN IT IO N  1 1 ; An o r t h o n o r m a l  b a s i s  i n  t h e  l i n e a r  E u c l i d e a n  
s p a c e  i s  a  b a s i s  c o n s i s t i n g  o f  e l e m e n t s  e ^ ,  e g ,  . . . ,  e ^ ,  
s u c h  t h a t  -  ^ i j *
LEMMA 8; I t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  i n t r o d u c e  a n  o r t h o n o r m a l  
b a s i s  i n t o  t h e  l i n e a r  E u c l i d e a n  s p a c e  R ^ .
P r o o f : L e t  x ^ ,  x ^ ,  . . . ,  x ^  b e  a n  a r b i t r a r y  b a s i s  o f
R ^ . S i n c e  x ^ ,  X g , . . . ,  x ^  i s  a  b a s i s ,  t h e n  x ^ ^  0 a n d  h e n c e
x ^ * x ^ 4 ^  0 .  We m a y  t h e r e f o r e  p u t  e ^  =  ( x^^• x ^ ) “ "^x^ a n d  o b t a i n
t h e  r e s u l t  t h a t  1 .  Now a s s u m e  t h a t  t h e  s y s t e m  e ^ ,
e g ,  e ^ ,  w h e r e  — ^ i j *  k: <  n ,  h a s  b e e n  a l r e a d y
c o n s t r u c t e d  w i t h  a l l  o f  i t s  e l e m e n t s  e x p r e s s e d  l i n e a r l y  i n
t e r m s  o f  t h e  v e c t o r s  x _ , x „ , . . . ,  x ,  . B e c a u s e  o f  t h i s ,  t h e n
1 2  k
the vector y =- Xĵ ĵ_ - ( "f "f ...-f ^^®k) differs
from zero regardless of the choices for the » i “ 1, 2, 
..., k. Let us choose the i — 1, 2 , ..., k, such that
y*©3_ ^  0 for i s 1 ,  2 ,  . . . ,  k. For this it is sufficient to
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s e t  2:  ^ k + l * ® i *  s i n c e  0 we m a y  p u t  —
( y * y ) ” ®y w i t h  t h e  r e s u l t  t h a t  J — 1 , 2 , . . .
k  •+* 1 .  I n  t h i s  m a n n e r  t h e  s y s t e m  e ^ ,  e ^ ,  . . . ,  e ^  m a y  b e  
c o n s t r u c t e d  i n  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  s t e p s  s i n c e  n  i s  f i n i t e .  
T h u s  t h e  s e t  e ^ ,  e ^ ,  e ^  i s  a n  o r t h o n o r m a l  s e t .  To  s e e
t h a t  i t  i s  a  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t  a n d ,  i n d e e d ,  a  b a s i s  
we m e r e l y  c o n s i d e r  t h e  r e l a t i o n  ^  ^ e ^  4" . . .  "h
0 .  T a k i n g  t h e  i n n e r  p r o d u c t  w i t h  e ^  y i e l d s  t h e  
r e l a t i o n  ( ? \ ^ ) { 0) + ( ^ ^ ) ( 0) - f  ^  ( 1 ) "f . . .  -h
{ ( 0 )  -  0 .  T h u s  i  1 ,  2 ,  . . . , n .  T h e r e f o r e
t h e  e l e m e n t s  e ^ , e g ,  . . . »  e ^  a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t .  B u t  
s i n c e  t h e r e  a r e  n  o f  t h e m ,  t h e  s e t  i s  m a x i m a l l y  l i n e a r l y  
i n d e p e n d e n t  i n  R ^ .  T h a t  i s ,  i t  i s  a  b a s i s .
D E F IN IT IO N  1 2 ; A m e t r i c  o n  a  s p a c e  i s  a  f u n c t i o n  o f  t w o  
v a r i a b l e s  a s s o c i a t i n g  w i t h  e v e r y  p a i r  o f  e l e m e n t s  x  a n d  y  o f  
t h e  s p a c e  a  n o n n e g a t i v e  n u m b e r  p ( x , y ) , c a l l e d  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  x  a n d  y  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  c o n d i ­
t i o n s :
a )  p  ( x , y )  ^  p  ( y , 3c)
b )  p ( x , y ) -  0 i f  a n d  o n l y  I f  x  — y  
o )  p  ( x , y )  4-  p ( y , z )  >  p ( x , z ) .
A n o n v a o u o u s  s e t  i n  w h i c h  a  m e t r i c  h a s  b e e n  d e f i n e d  i s  
c a l l e d  a  m e t r i c  s p a c e  a n d  i t s  e l e m e n t s  a r e  c a l l e d  p o i n t s .
I f  a  m e t r i c  b e  i n t r o d u c e d  i n t o  a  l i n e a r  E u c l i d e a n  s p a c e  a  
l i n e a r  E u c l i d e a n  m e t r i c  s p a c e  i s  o b t a i n e d .  We d e f i n e  t h e  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  s e t s  A a n d  B t o  b e :
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^ ( A , B ) = r  g . l . b .  ^ ( x , y ) .  
y €  B
LEMMA. _9; I t  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  i n t r o d u c e  a  m e t r i c  i n t o  a
l i n e a r  E u c l i d e a n  s p a c e  R ^ .
P r o o f : L e t  ^ ( x , y )  =  -  y ) * ( x  -  y ^ ® .
a )  To p r o v e  t h a t  p ( y , x )  — ^ ( x , y )  we n o t i c e
t h a t  b y  t h e  a x i o m s  d e f i n i n g  i n n e r  p r o d u c t  we h a v e  ^ ( x , y )  — 
4 | " ( x  -  y ) - ( x  -  y ) J ®  ‘t  [ { y  -  x ) * ( y  -  x Q  ^ ^  ( y , % ) .
b )  To p r o v e  t h a t  p ( x , y ) * =  0 i f  a n d  o n l y  i f  
x =  y ,  we  n o t e  f i r s t  t h a t  i f  j O ( x , y )  »  0 t h e n  + j ^ ( x  -  y )  •
( x  -  y Q ^  “  0 .  H e n c e  ( x  -  y ) - ( x  -  y )  -  0 .  T h u s  b y  r e l a t i o n  
o )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  i n n e r  p r o d u c t  x  -  y  s '  0 a n d  x  =■ y .  
C o n v e r s e l y ,  i f  x  -  y  t h e n  x  -  y  — 0 a n d  ( x  -  y ) * ( x  -  y )  — 0 ,  
s o  p ( x , y )  — 0,
c )  T o  p r o v e  t h a t  ^ ( x , y )  ^ ( y , z )  ^  ( x , z ) ,
we r e w r i t e  t h e  a b o v e  r e l a t i o n  a s  f o l l o w s :  ^ ( x  -  y ) •
( x  -  y)J  ̂ 4- ^ ( y  -  z )  • ( y  -  z Q ^  >  j ^ ( x  -  z )  • ( x  -  z ) j  By 
s u b s t i t u t i o n  o f  x  -  y  s u  a n d  y  -  z  = v  we o b t a i n  ( u * u ) ^  
( v - v ) ®  ^  ^ ( u  +" v ) * ( u  +  v | |  S i n c e  b o t h  s i d e s  o f  t h i s  i n e ­
q u a l i t y  a r e  n o n n e g a t i v e  we m a y  s q u a r e  t h e m  a n d  o b t a i n  u » u  •+ 
v . v  2 J ( u * u )  ( v . v Q  ^ ^  u . u  4 -  2( u » v )  •+-v v ,  w h i c h  i s  e q u i v a ­
l e n t  t o  jT (u * u )  ( v * v Q ^  ^  u * v .  Now s i n c e  b o t h  s i d e s  o f  t h i s
r e l a t i o n  a r e  n o n n e g a t i v e  we m a y  s q u a r e  t h e m  a n d  o b t a i n
2
( u . u ) ( v . v ) ^  ( u . v )  . T h i s  r e l a t i o n  i s  t h e  S c h w a r t z  i n e q u a l ­
i t y  a n d  m a y  b e  p r o v e d  i n  g e n e r a l  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  
C o n s i d e r  t h e  i d e n t i t y  ( u * u )  4  2 ( u * v ) ^  *f ( v v )  =
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( 4  v ) * ( 7 ^ u  4  v )  • S i n c e  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  a n  i n n e r
p r o d u c t  a n d  i s  t h e r e f o r e  n o n n e g a t i v e ,  b o t h  s i d e s  a r e  n o n n e g ­
a t i v e .  T h u s  t h e  d i s c r i m i n a n t  o f  t h e  p o l y n o m i a l  i n  7\ o n  t h e  
l e f t  m u s t  b e  n o n n e g a t i v e .  T h a t  i s ,  ^ ( u - v ^ ^  -  
4 ( u * u ) ( v * v )  £  0 .  H e n c e  ( u . v )  ( u . v )  £  ( u . u )  ( v v ) .
LEMMA 1 0 : I f  t h e  r a n k  o f  a  m a t r i x  i s  k  *f“ l  t h e n  t h e  m a t r i x
h a s  a  n o n v a n i s h i n g  d e t e r m i n a n t  o f  k  4  1 c o l u m n s .
THEOREM 1 :  I f  Xq , x ^  , . . . ,  Xj^., k  £  n ,  i s  a  s y s t e m  o f  p o i n t s
o f  a n  n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  R ^ ,  t h e n  a n  a r b i t r a r y  
n e i g h b o r h o o d  o f  e a c h  p o i n t  x ^  c o n t a i n s  a  p o i n t  y ^  s u c h  t h a t  
t h e  s y s t e m  y ^ , y ^ ,  . . . ,  y ^  i s  i n d e p e n d e n t .
P r o o f : L e t  u „ ,  u  , . . . ,  u  b e  a  s y s t e m  o f  p o i n t s  k n o w nV j. K
t o  b e  i n d e p e n d e n t .  T h i s  i s  p o s s i b l e  b y  Lemma 6, L e t  t ,  
w h e r e  0 £  t  £.  1 ,  b e  a  r e a l  p a r a m e t e r .  C o n s i d e r  t h e  p o i n t s  
d e t e r m i n e d  b y
( 9 )  z ^ (  t )  -  tUj^ 4  (1 -  t ) x ^ ,  i  »  0 ,  1 ,  k .
T h u s  we h a v e :
2o ( t ) ' = (1 -  t ) XQ =  t
f  ^
" o 4  ( 1
z ^ ( t )  
# # #
t u i (1 -  t ) x ^
“ l
# * 4#
T h e r e f 0r e :
(1 -  t ) x
k>
U
k  
k /
( 10) N [ z ( t ) J = t N ( U ) + (1 - t ) N ( X ) .
k
■s %
Now s i n c e  b y  h y p o t h e s i s  t h e  p o i n t s  u  , u  , . . ,  u  a r e  i n d e -
0 1 k
p e n d e n t ,  i t  f o l l o w s  f r o m  Lemma 5 t h a t  t h e  r a n k  o f  t h e  m a t r i x  
N( U)  i s  e q u a l  t o  k  +  1 .  H e n c e  b y  Lemma 1 0  t h e  m a t r i x  N( U)
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c o n t a i n s  a  n o n v a n i s h i n g  d e t e r m i n a n t  o f  k  4" 1 c o l u m n s .  L e t  
D ( t )  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e t e r m i n a n t  o f  N ^ Z ( t ) J ,  t h e  n o t a ­
t i o n  e m p h a s i z i n g  i t s  d e p e n d e n c e  o n  t h e  p a r a m e t e r  t . Now b y  
( 1 0 )  we s e e  t h a t  N [ z ( l ) ^ : i  N ( U ) . "Thus D { 1 ) ^  0 .  T h e r e f o r e  
D ( t )  d o e s  n o t  v a n i s h  i d e n t i c a l l y  i n  t . S i n c e  D ( t )  i s  a  p o l ­
y n o m i a l  i n  t , t h e r e  i s  a n  a r b i t r a r i l y  s m a l l  p o s i t i v e  n u m b e r  
f o r  w h i c h  D ( s )  4= 0 .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  m a t r i x  N Z ( s )  i s  o f  
r a n k  k - t  1 , a n d  h e n c e  vje h a v e  t h e  r e s u l t  t h a t  t h e  s y s t e m  o f  
p o i n t s  y o  — Z q ( s ) ,  y ^  =  z ^ ( s ) ,  y ^ s  z ^ ( s )  f o r m  a n  i n d e ­
p e n d e n t  s y s t e m .  B y  ( 9 )  t h e  p o i n t  y ^  i s  a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o  
x ^  f o r  a l l  i  =  0, 1, . . . ,  k  s i n c e  s  i s  a r b i t r a r i l y  s m a l l .
D E F IN IT IO N  1 3 :  A s y s t e m  o f  p o i n t s  x  , x  , . . . ,  x  o f  a n
0 1 m
n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  s p a c e  i s  s a i d  t o  b e  i n  g e n e r a l  
p o s i t i o n  i n  c a s e  e a c h  o f  i t s  s u b s y s t e m s  o f  k  +  1 p o i n t s :
^ 0* ^ 1* • **> ^  ^8 i n d e p e n d e n t .
LEMMA 1 1 ; I f  m 6 n ,  g e n e r a l i t y  o f  p o s i t i o n  o f  t h e  s y s t e m
X , X ,  . . . ,  X  i n  t h e  l i n e a r  s p a c e  i s  e q u i v a l e n t  t o  
0 i- m
i n d e p e n d e n c e .
LEMMA 1 2 :  I f  m > n  a n d  i f  e v e r y  s u b s y s t e m  o f  e x a c t l y  n  4 -  1
p o i n t s  ( k -  n )  o f  t h e  s y s t e m  x  , x  , . . . ,  x  i n  t h e  l i n e a r
0 1 m
s p a c e  i s  i n d e p e n d e n t ,  t h e n  t h e  s y s t e m  x  , x  , . . . ,  x  i s
0 1 m
i n  g e n e r a l  p o s i t i o n ,  a n d  c o n v e r s e l y ,
THEOREM 2 ;  I f  / x  , x ,  . . . ,  X  < =  S i s  a  s y s t e m  o f  p o i n t s  —————  — '■0 1 m
i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  i n  t h e  L i n e a r  E u c l i d e a n  m e t r i c  s p a c e  R ^  
t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  6-  s u c h  t h a t  ^ ( x ^ , y ^ ) ^  
€  , i -  0 , 1 , . . . ,  m i m p l i e s  t h a t  t h e  s y s t e m  o f  p o i n t s
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
-14-
^ 0 * ^ 1 * • • • »  i s  a l s o  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n .
P r o o f ; L e t  ^ .
" P i /  '
0 , 1 , , k ,  w h e r e  k  »  n ,
b e  a n  a r b i t r a r y  s u b s y s t e m  S* o f  t h e  s y s t e m  S .  Now s i n c e  t h e  
s y s t e m  S  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  t h e n  t h e  s u b s y s t e m  S* i s  a n  
i n d e p e n d e n t  s y s t e m  b y  Lemma 1 2  a n d  Lemma 4 .  H e n c e  t h e
m a t r i x  N i s  o f  r a n k  k  “f* l  b y  Lemma 5 .  T h e r e f o r e  o n e  o f
t h e  d e t e r m i n a n t s ,  s a y  D ,  c o m p o s e d  o f  k - f "  1 c o l u m n s  o f  t h i s  
m a t r i x  i s  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  Now s i n c e  D i s  a  p o l y n o m i a l  
i n  t h e  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t s  o f  t h e  s y s t e m  8* i t  i s  a  
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  t h e s e  c o - o r d i n a t e s .  T h e r e f o r e  t h e r e  
e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  s y s t e m  o f
p o i n t s  = y ^ ^ ,  i  =" 0 , 1 , . . .  , k  w i t h  ^  ^  »
t h e  d e t e r m i n a n t  f o r m e d  f o r  t h e  p o i n t s  i s
a l s o  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  H e n c e  t h e  m a t r i x  N % i s  o f
r a n k  k  +  l ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  s y s t e m  y  , ^  , . . . ,  V
' V X * K
i s  i n d e p e n d e n t .  T h u s  a  s u i t a b l e  m a y  b e  a s s i g n e d  t o  
e v e r y  s u b s y s t e m  S* o f  t h e  s y s t e m  S  a n d  t h e  r e q u i r e d  6 o f  t h e  
t h e o r e m  m a y  b e  o b t a i n e d  b y  c h o o s i n g  t h e  s m a l l e s t  o f  t h e  
n u m b e r s  ç *  .
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THEOREM 3 ;  I f  {x . X , . . . ,  X 1 ^ S  i s  a n y  s y s t e m  o f  p o i n t s  
------------------- ( 0 1 mJ
o f  t h e  l i n e a r  E u c l i d e a n  m e t r i c  s p a c e  R a n d  i f  ^  i s  a  p o s i ­
t i v e  n u m b e r ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  s y s t e m  o f  p o i n t s  ^ y ^ ,  y ^ ,  
y ^ ^  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  s u c h  t h a t  p ( x ^ , y ^ ) 6 , i  =
0 , 1 , • • • ,  m*
P r o o f : L e t  t h e  c o l l e c t i o n  o f  a l l  s u b s y s t e m s
• • • »  k  ^  n  , o f  t h e  s y s t e m  S  b e  d e n o t e d  b y  S ^ ,  S g ,  . . . ,
S ^ .  Now t h e  s y s t e m  c o n t a i n s  a t  m o s t  n  4" 1  p o i n t s  a n d  i t  
c a n  t h e r e f o r e  b e  t r e i n s f o r m e d  i n t o  a n  i n d e p e n d e n t  s y s t e m  o f  
n o t  m o r e  t h a n  n  •4* 1 p o i n t s  b y  m e a n s  o f  a n  a r b i t r a r i l y  s m a l l  
d i s p l a c e m e n t  b y  v i r t u e  o f  T h e o r e m  1 .  Now a s s u m e  t h a t  b y  
m e a n s  o f  a r b i t r a r i l y  s m a l l  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  w h o l e  s y s t e m  
S ,  we h a v e  a l r e a d y  o b t a i n e d  a  p o s i t i o n  f o r  w h i c h  a l l  o f  t h e
s u b s y s t e m s  S ^ ,  S ^ ,  S ^ ,  s <  r ,  a r e  i n d e p e n d e n t .  By
T h e o r e m  1  t h e  s y s t e m  S c a n  a l s o  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  a n
S T l
i n d e p e n d e n t  s y s t e m  b y  a n  a r b i t r a r i l y  s m a l l  d i s p l a c e m e n t ,  a n d  
t h i s  d i s p l a c e m e n t  m ay  b e  t h e r e f o r e  c h o s e n  s o  s m a l l  t h a t  t h e  
i n d i v i d u a l  i n d e p e n d e n c e s  o f  t h e  s y s t e m s  S ^ ,  , . . . ,
a c h i e v e d  p r e v i o u s l y  w i l l  n o t  b e  d i s t u r b e d .  T h i s  i s  p o s s i b l e  
b y  T h e o r e m  2 .  S i n c e  t h e  i n d u c t i o n  o n  s  i s  v a l i d  a n d  we h a v e  
t h e  p a r t i c u l a r  k n o w l e d g e  t h a t  s  =  1 i s  a  v a l i d  s p e c i a l  c a s e  
t h e n  v a l i d i t y  i s  e s t a b l i s h e d  f o r  s  — 1 , 2, . . . ,  a n d  t h e
t h e o r e m  i s  p r o v e d .  T h u s  a n y  f i n i t e  s y s t e m  o f  p o i n t s  o f  R^
c a n  b e  b r o u g h t  i n t o  g e n e r a l  p o s i t i o n  b y  a n  a r b i t r a r i l y  s m a l l  
d i s p l a c e m e n t .
D E F IN IT IO N  1 4 : L e t  a  a n d  b  b e  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f  t h e
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E u c l i d e a n  s p a c e  R ^ .  T h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  o f  o f  t h e  f o r m  
% =  ^ a  w h e r e  /  a n d  a r e  r e a l  n u m b e r s  s a t i s f y i n g
t h e  c o n d i t i o n s
a )  ^  =  1
b )  /  Z .  0 
o) ^  0
w i l l  b e  c a l l e d  t h e  s e g m e n t  £ a , b ^ s  | ^ b , a ]  w i t h  e n d  p o i n t s  a  
a n d  b .
LEMMA 1 5 ; I f  X -  ^  a  b  t h e n  x  -  a  ( b  -  a ) ,  o r
s u b s t i t u t i n g  u  =; b  -  a ,  we o b t a i n  x  =  a - # y t ^ u «
LEMMA 1 4 ; I f  t h e  s e g m e n t s  a n d  [ a , ^  h a v e  a  common
p o i n t  d i f f e r e n t  f r o m  a  t h e n  o n e  o f  t h e  s e g m e n t s  i s  c o n t a i n e d  
i n  t h e  o t h e r .  I n  p a r t i c u l a r ,  i f  t h e  s e g m e n t s  £ a , b ^  a n d  
{ a , ( Q  c o i n c i d e  t h e n  b  =  c ,  a n d  c o n v e r s e l y .
P r o o f ; L e t  x  — a  u ,  0 ^ i  1 .  L e t  y  -  a  -+' t v ,
0 — t  — 1. C o n s i d e r  u  f  b  -  a  a n d  y  — c -  a  t o  b e  a n y  t w o  
p o i n t s  o f  t h e  s e g m e n t s .  Now i f  x ^  s  y ^ a  i s  a  p o i n t  com ­
mon t o  t h e  t w o  s e g m e n t s  t h e n  x ^ - =  a  »• y ^  j r  a -#■ t ^ v
f o r  som e  T  o  a n d  s o m e  t  - = t  0 .  H e n c e  — t . v .  Now i f
0 0 0 0
-  t ^  t h e n  u  =  V a n d  b = c  a n d  t h e  t w o  s e g m e n t s  c o i n c i d e .  
I f  t ^  we m ay  a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t
<  t ^ . We o b t a i n  t h e  r e l a t i o n  v  -  ( a n d  a n y
p o i n t  y  o f  t h e  s e g m e n t  [ a , c ]  i s  o f  t h e  f o r m  a  *+• t ( ^ / ^ / t Q ) u .
S i n c e  y 4 4 ^ / t ^  <  1  we h a v e  y  b e l o n g i n g  t o  t h e  s e g m e n t
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
-17-
f o r  0 i  t  6  1 a n d  t h e  s e c o n d  s e g m e n t  i s  a  p r o p e r  s u b s e t  o f  
t h e  f i r s t .
D E F I N I T I O N  1 5 : A s e t  M o f  p o i n t s  o f  t h e  l i n e a r  E u c l i d e a n
nm e t r i c  s p a c e  R i s  c a l l e d  c o n v e x  i n  c a s e  a ,  b  £  M i m p l i e s  
[a ,b j C  M.
D E F IN IT IO N  1 6 ; T h e  p o i n t  a  i s  c a l l e d  a n  i n t e r i o r  p o i n t  o f  
t h e  s e t  q  i f  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  6- s u c h  t h a t  
p ( a , x )  <  é  i m p l i e s  x  £  Q.
D E F IN IT IO N  1 7 : A s e t  Q i s  a n  o p e n  s e t  i f  e v e r y  p o i n t  o f  Q,
i s  a n  i n t e r i o r  p o i n t .
D E F IN IT IO N  1 8 ; T h e  s e t  o f  p o i n t s  y  s u c h  t h a t  ( x , y ) <  S '  
i s  c a l l e d  t h e  s p h e r i c a l  S - n e i g h b o r h o o d  o f  t h e  p o i n t  x .  
D E F IN IT IO N  1 9 ; I f  q  i s  a n y  s e t  t h e n  t h e  c o m p l e m e n t  o f  Q i s  
t h e  s e t  o f  p o i n t s  x  s u c h  t h a t  x  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  Q. 
D E F IN IT IO N  S O : I f  Q i s  t h e  c o m p l e m e n t  o f  a n  o p e n  s e t  t h e n  Q
i s  a  c l o s e d  s e t .
D E F IN IT IO N  S I ; L e t  Q b e  a  s u b s e t  o f  a  E u c l i d e a n  s p a c e .  I f  
%, y  6 Q i m p l i e s  t h a t  ^ ( x , y )  <  N f o r  so m e  r e a l  N t h e n  Q i s  
a  b o u n d e d  s e t .
D E F IN IT IO N  S 3 : A c o v e r i n g  o f  a  s e t  Q i s  a  c o l l e c t i o n  o f
s e t s  P  p  , . . . ,  w h i c h  a l l  h a v e  p o i n t s  i n  common w i t h  Q a n d  
s u c h  t h a t  Q C  P ^  U  ( J  • • • •
D E F IN IT IO N  S 3 ; A s e t  S i s  a  c o m p a c t  s e t  i f  f r o m  e v e r y  c o v ­
e r i n g  o f  S  c o n s i s t i n g  o f  o p e n  s e t s  a  f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f  
s e t s  c a n  b e  s e l e c t e d  w h i c h  i s  a l s o  a  c o v e r i n g  o f  S .
LEMMA 1 5 ;  I f  Q i s  a  c l o s e d  a n d  b o u n d e d  s u b s e t  o f  a  E u o l i d e -
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a n  s p a c e  t h e n  Q i s  a  c o m p a c t  s e t ,  a n d  c o n v e r s e l y .
LEMMA 1 6 : A c l o s e d  s u b s e t  o f  a  c o m p a c t  s p a c e  i s  c o m p a c t .
D E F IN IT IO N  3 4 ; A c o n v e x  s e t  W w h i c h  i s  c o m p a c t  a n d  w h i c h  
c o n t a i n s  i n t e r i o r  p o i n t s  i s  a  c o n v e x  b o d y .
LEMMA 1 7 : T h e  s e t  U o f  a l l  i n t e r i o r  p o i n t s  o f  a  c o n v e x  b o d y
W f o r m s  a n  o p e n  s e t  i n  a n d  h e n c e  Y ^  W -  Ü i s  c o m p a c t .  
D E F IN IT IO N  3 5 : T h e  s e t  Y i s  t h e  f r o n t i e r  o f  t h e  c o n v e x  b o d y
W.
LEMMA 1 8 : L e t  W b e  a  c o n v e x  b o d y  w i t h  i n t e r i o r  U .  I f
a  £ U ,  b  6 W, t h e n  e v e r y  p o i n t  c  o f  t h e  s e g m e n t  |Ja , l :Q  d i s ­
t i n c t  f r o m  b i s  c o n t a i n e d  i n  U .
P r o o f ; L e t  c  c  ^  a  b , w i t h  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t
A + — 1 ,  ^  >  0 ,  > 0 .  We w i s h  t o  s h o w  t h a t  a  n e i g h ­
b o r h o o d  o f  c i s  c o n t a i n e d  i n  W. Now t h e r e  e x i s t s  a  n u m b e r  
5  >  0 s u c h  t h a t  i f  | ^ ( 0 , x )  -  ^  ( a ,  a  ^  x )  <  S  t h e n  a  -+• x  £
W. T h i s  i s  b e c a u s e  a  i s  a n  i n t e r i o r  p o i n t  o f  W. Now, w i t h
t h e  a b o v e  c o n d i t i o n s . o n  ^  a n d y ^  we h a v e  / ) ( a  4- x ) - h y ^  b  £
W, s i n c e  a  -f x  a n d  b a r e  e l e m e n t s  o f  t h e  c o n v e x  b o d y  W. B u t
7 \ ( a  +  x )  -f* b  =  ^  a  t y f / ' b  " + " ^ x  =  o - f ' / \ x .  Now s u p p o s e  
t h a t  p ( 0 , y )  <  . T h e n  o 4 y s ‘ c 4 -  ? \ { y / ^ )  a n d
P ( 0 , y / ^  > < f . T h u s  0 -+*y £  W.
LEMMA 1 9 : L e t  W b e  a  c o n v e x  b o d y  w i t h  i n t e r i o r  U a n d  f r o n ­
t i e r  Y .  I f  a  £ u  a n d  b  a n d  c a r e  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f  Y
t h e n  t h e  s e g m e n t s  £ a , ^  a n d  [ a , c Q  h a v e  o n l y  o n e  p o i n t  i n
com m on;  a .
P r o o f : L e t  a  £ U a n d  b  a n d  c  b e  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f
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V .  Now I f  we a s s u m e  t h a t  a n d  j j a , d o  h a v e  a  common
p o i n t  d i f f e r e n t  f r o m  a ,  t h e n  b y  Lemma 1 4  e i t h e r  t h e y  c o i n ­
c i d e  a n d  b  «  c  ( w h i c h  i s  n o t '  p o s s i b l e  b y  t h e  h y p o t h e s i s )  o r  
o n e  o f  t h e m  f o r m s  a  p r o p e r  s u b s e t  o f  t h e  o t h e r .  I f  we  a s ­
sum e  t h a t  j ^ a , c ^  CT ^ a , b j ,  t h e n  c £  ^ , b j  w i t h  c b . H e n c e  
b y  Lemma 1 8  c  £  U ,  o ^  V .  B u t  c £  V b y  h y p o t h e s i s .  S o  we 
h a v e  a  c o n t r a d i c t i o n  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  [ a , ^  a n d  
£ a , c 3 h a v e  a  common p o i n t  d i f f e r e n t  f r o m  a .
LEMMA 3 0 ; L e t  W b e  a  c o n v e x  b o d y  w i t h  i n t e r i o r  tJ a n d  f r o n ­
t i e r  V .  I f  a  £  U a n d  c  i s  a n y  p o i n t  o f  W, t h e n  t h e r e  i s  a  
p o i n t  b  £  V s u c h  t h a t  t h e  s e g m e n t  £ [ a , l ^  c o n t a i n s  o .
P r o o f ; a )  L e t  a  £  U a n d  l e t  c  b e  a n y  p o i n t  o f  W d i s ­
t i n c t  f r o m  a .  We s h a l l  d e t e r m i n e  t h e  s e g m e n t  [ ^ a , b j ,  b  £  V, 
w h i c h  c o n t a i n s  c . We s e t  c  -  a  a  v ,  a n d  c o n s i d e r  t h e  s e t  o f  
a l l  p o i n t s  y  o f  o f  t h e  f o r m  y  =  a  -h t v ,  t  >  0 .  I f  t  i s  
s u f f i c i e n t l y  s m a l l ,  y  i s  e v i d e n t l y  i n  U ,  s i n c e  a  i s  a n  i n t e ­
r i o r  p o i n t  o f  W. On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  t  i s  s u f f i c i e n t l y  
l a r g e ,  y  c a n n o t  b e  i n  W s i n c e  W i s  c o m p a c t  a n d  h e n c e  b o u n d ­
e d ,  H e n c e  t h e  c o m p a c t n e s s  o f  W i m p l i e s  t h a t  t h e r e  i s  a  
l a r g e s t  p o s i t i v e  v a l u e  t  =  t ^  f o r  w h i c h  y  £  W. T h a t  i s ,
t  — 1, u .  b .  t , I t  i s  c l e a r  t h a t  a  4* t  v  =  b  i s  a  f r o n -  
°  ( a + t v ) £  W °
t i e r  p o i n t  o f  W, f o r  o t h e r w i s e  t ^  w o u l d  n o t  b e  m a x i m a l .
T h a t  i s ,  i f  a  ~h t  v s r b  i s  n o t  a  f r o n t i e r  p o i n t  o f  W t h e n
0
t h e r e  e x i s t s  a n  ^  >  0 s u c h  t h a t  t h e  i F - n e i g h b o r h o o d  o f  
a  4 - t g v  c o n t a i n s  o n l y  p o i n t s  o f  W, I n  p a r t i c u l a r ,  W w i l l
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c o n t a i n  a  p o i n t  a  ■+- t ^ v  -+ 6 v  =  a  4- ( t ^  -h  €  ) v £  W* T h u s
t  =  t ^  w o u l d  n o t  b e  t h e  l a r g e s t  p o s i t i v e  v a l u e  f o r  w h i c h
y  =  a  +  t v  £  W. T h u s  b  i s  a  f r o n t i e r  p o i n t  o f  W. Now s i n c e
c -  a + v £  W i t  f o l l o w s  t h a t  t  3  1 f o r  o t h e r w i s e  c  -  a  "f
0
l ( v )  i s  a  p o i n t  o f  j a , c ] C I  W a n d  t ^  i s  n o t  m a x i m a l .  I f  we
s e t  t g V  =  u  t h e n  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  o f  [ a ,  10 c a n  b e
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  x  -  a  -h* s u  w h e r e  0  ^  s  — 1 .  T h e  p o i n t  o
i s  o f  t h e  f o r m  a  •+ ( l / t Q ) u ,  0 < l / t g  — 1, a n d  t h e r e f o r e  b e ­
l o n g s  t o  t h e  s e g m e n t  £ a , b j .
b )  I f  c  = a  t h e  p o i n t  c l i e s  o n  a n y  a r b i t r a r y
s e g m e n t  £ a , b j ,  b  E V .
REMARK; S i n c e  a  c o n v e x  b o d y  c o n t a i n s  a t  l e a s t  o n e  i n t e r i o r
p o i n t  i t  c o n t a i n s  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  i n t e r i o r  p o i n t s .
A l l  o f  t h e s e  a r e  o n  s e g m e n t s  o f  t h e  f o r m  [ a , ^  , w h e r e  b  € 7 .  
T h e r e f o r e  7  i s  n o n v a c u o u s .
l E E I N I T I O N  3 6 : L e t  a ^ , a ^ ,  . . . ,  a ^  b e  a  s y s t e m  o f  i n d e p e n d ­
e n t  p o i n t s  o f  t h e  n - d i m e n s i o n a l  l i n e a r  E u c l i d e a n  s p a c e  R^",
r  £  n .  T h e  s e t  o f  a l l  t h e  p o i n t s  x  o f  t h e  s p a c e  o f  t h e
f o r m
(11) X => tP b.q '  ̂ /\^a  ̂ +
w h e r e  . . . ,  a r e  r e a l  n u m b e r s  w h i c h  s a t i s f y  t h e
c o n d i t i o n s
(12)' 7 \^  -h - t . . .  4- = 1
( 1 3 )  >  0 ,  i  =  0 ,  1 ,  r ,
i s  c a l l e d  a n  r - d i m e n s i o n a l  s i m p l e x  o r  a n  r - s i m p l e x . We 
w r i t e  A^ îS  ( a ^ ,  a ^ , . . . »  a  ) .  T h e  o r d e r e d  s e t
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i s  a  s e t  o f  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e s  o f  x .  T h e
p o i n t s  a ^ ,  a ^ ,  a ^  o f  t h e  s i m p l e x  a r e  c a l l e d  v e r t i c e s .
LEMMA 2 1 :  I f  A ^ =  ( a _ ,  a .  . . . . .  a  ) i s  a  s i m p l e x  i n  c o n -
— —  —  0  1  r
s i s t i n g  o f  t h e  p o i n t s  o f  t h e  f o r m
( 1 1 )  X =  ; \ ° a Q  -h  . . . +  7 \ ^ a ^ ,
t h e n  f o r  a n y  x  £ A^ t h e  n u m b e r s  a r e
u n i q u e l y  d e t e r m i n e d .
P r o o f :  I f
( 1 4 )  I
r
a
r
w h e r e
( 1 5 )  2, 1
t h e n  s u b t r a c t i o n  o f  ( 1 1 )  f r o m  ( 1 4 )  y i e l d s  { / i ^  -  7 l ^ ) a ^  +
(y&L^ -  7 \ ^ ) a ^ . ^  . . .  (yA.- -  / ^ ^ ) a ^  =  0 .  B u t  e q u a t i o n s  ( 1 2 )
a n d  ( 1 5 )  i m p l y  t h a t  ( y 4 ^  -  7 ( ^ )  4"  -  ^  ^ )  -+ . . . +
-  ^ ^ )  =  0 , a n d  s i n c e  t h e  p o i n t s  a ^ ,  a  , . . . ,  a ^  a r e
i n d e p e n d e n t  t h e n  (yW. -  ^  ) a r  0 , i « 0 ,  1 , . . . ,  r .  T h a t
7\ ^ ,  i » 0 , 1 , r .
D E F IN IT IO N  2 7 :  I f  u .  a n d  u .  a r e  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f  R^’ 0 1
t h e n  X =  i ( i i Q  u ^ )  i s  t h e  p o i n t  e q u i d i s t a n t  f r o m  u ^  a n d  u ^
a n d  i s  c a l l e d  t h e  m i d p o i n t  o f  t h e  s e g m e n t  [ u ^ j u J .
LEMMA 2 1 : E v e r y  p o i n t  x  o f  t h e  s i m p l e x  A ^ ,  w h i c h  i s  n o t  a  
v e r t e x ,  i s  t h e  m i d p o i n t  o f  so m e  s e g m e n t  w h o s e  e n d  p o i n t s  
b e l o n g  t o  A ^ .
P r o o f : L e t  x  c .  ^ ^ a ^  - f  ^ ^ a ^  4 -  . .  . 4 “ ^ ^ a ^  b e  a n y
p o i n t  o f  A^ b u t  n o t  a  v e r t e x  o f  A ^ .  T h e n  a t  l e a s t  t w o  o f
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i t s  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e s  a r e  g r e a t e r  t h a n  z e r o ,  b e c a u s e  
i f  o n l y  o n e  o f  t h e  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e s  i s  g r e a t e r  t h a n  
z e r o  t h e n  i t  m u s t  b e  e q u a l  t o  1 , i n  w h i c h  c a s e  x  w o u l d  b e  a
v e r t e x .  A l s o ,  i f  n o n e  o f  t h e  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e s  i s
g r e a t e r  t h a n  z e r o  we a g a i n  h a v e  a  c o n t r a d i c t i o n  b e c a u s e  t h e  
su m  o f  t h e  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e s  w o u l d  b e  z e r o  a n d  n o t  1. 
L e t  71^ ^  0  Eind ^  0 .  C h o o s e  ^  s u c h  t h a t  0  <  ^  ^  
a n d  0  <  6 <  L e t  u *  «  x  - f  6 ( a .  -  a . )  a n d  l e t  u  — x  -
f  ( a ^  -  a ^  ) .  T h u s  u ^  =* ^  a ^  4  ̂  4  . .  . - f  ^ €  ) a ^  -f-
. . .  4- ( f  ) a  4" . . . - 4  7 ^ ^ %  • T h e  s u m  o f  t h e  b a r y c e n -
t r i e  c o - o r d i n a t e s  o f  u ^  i s  1 a n d  y e t ,  s i n c e  , we
k n o w  t h a t  e a c h  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e  i s  p o s i t i v e .  A s i m i ­
l a r  s i t u a t i o n  o b t a i n s  f o r  u ^ .  T h u s  u ^  a n d  u^^ b o t h  b e l o n g  t o
A ^ .  A l s o  w e  h a v e  x  =  § ( u ^  4 -  u_ ) .
LEMMA 2 2 : A vertex of A^ is not the midpoint of any segment
whose end points are in A .̂
P r o o f : T h e  p r o o f  w i l l  b e  b y  p r o o f  o f  t h e  c o n t r a p o s i -
tive statement. Suppose some vertex of Â , say â , is the
midpoint of a segment whose end points are in Â . Then a. =
K
& ( u ^  4* ^ i ) »  w h e r e  Uq a n d  u ^  a r e  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f  A^ 
a n d  Uq =  4  ) l ^ a ^ 4  . . .  4  a n â  u ^  -
7 \ ^ a ^  4 -  . . .  4 *  T s ^ a ^ .  T h e n  t h e r e  a r e  t w o  i n t e g e r s  i ,  j , i  ^  
j ,  s u c h  t h a t  0  a n d  ^ 7  0 .  Now b y  a s s u m p t i o n ,  a ^  = :
^^^0 1̂^ " s( ̂ 0 ^ 1 )̂ 0 4 i( /̂ Q ""-4 g(
7 ^ ) a ^ ,  w h e r e  s (  4  7  ̂ ^ )  >  0 a n d  i (  7 ) ^ 4 7 j )  ^  0 .  B u t  t h e n
although a s 0(a«) 4 0(a ) 4 ... 4 l{a, )-t ... 4 0(a ), we^ 1 k r
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a l s o  h a v e  a ^ =  i (  i (
. . .  .  B u t  by L e m m a ’ 2 1  t h h  b a r y c e n t r i o  c o - o r d in a t e s  a r e
u n i q u e l y  d e t e r m i n e d .  H e n c e  we h a v e  a  c o n t r a d i c t i o n  a n d  t h e  
p r e s e n t  l e m m a  i s  p r o v e d .
LEMMA 2 3 :  T h e  v e r t i c e s  a _ , a  a  a r e  u n i q u e l y  d e t e r ------------------------------------  0 1 r
m i n e d  b y  t h e  s e t  A ^ .
P r o o f : B y  t h e  p r e c e d i n g  t w o  l e m m a s  t h e  v e r t i c e s  a r e
p r e c i s e l y  t h o s e  p o i n t s  w h i c h  a r e  n o t  m i d p o i n t s  o f  s e g m e n t s  
i n  A ^ .
REMARK: B y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  s i m p l e x ,  a  0 - s i m p l e x  ( s q )
c o n s i s t s  o f  t h e  s i n g l e  p o i n t  a ^ . A 1 - s i m p l e x  ( a ^ , a ^ )  i s
t h e  s e g m e n t  j o i n i n g  t h e  p o i n t s  a ^  a n d  a ^ .  A 2 - s i m p l e x
( a Q ,  a  , a  ) i s  m e r e l y  t h e  t r i a n g l e  ( i n c l u d i n g  t h e  i n t e r i o r )
w h o s e  v e r t i c e s  a r e  a  , a , , a  • A 3 - s i m p l e x  ( a ^ ,  a _ , a ^ , a „ )
0 1 2 0* 1 ’ B 5
i s  t h e  t e t r a h e d r o n  ( i n c l u d i n g  i n t e r i o r )  w h o s e  v e r t i c e s  a r e  
^ 0 ' ^ 1 * ^ 2 * ^3 *
LEMMA 2 4 : A^ i s  a  c l o s e d  s e t .
Proof: Suppose A^ — (â , â , ..., â ) C  R^. Let
0 & , .., cy be an orthonormal basis in the space spanned
by (a^ - Uq)» ( & 2 “ )* •••» ~ a^)* Let , o/ , •••»
ûÇ, ^r+2* ***’ ^n ^  orthonormal basis for R^.
a )  L e t  X b e  s o m e  p o i n t  n o t  i n  t h e  s p a c e
s p a n n e d  b y  . . . ,  T h e n  x  s  +
. . . - f  ^ + 1  w h e r e  so m e  o f  t h e
C o n s i d e r  a  p o s i t i v e  n u m b e r  ç f  >  0 s u c h  t h a t  S <
\ y ^ \ • L e t  H g  ( x )  b e  a  &  - n e i g h b o r h o o d  o f  x  d e f i n e d  a s ;
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a l l  y  s u c h  t h a t  ^ ( x , y )  <  <5T . Now we a s s e r t  t h a t  N ^  ( x ) / ^  
0* T h i s  i s  t r u e , f o r  i f  we  a s s u m e  y  A ^ ,  s o  t h a t  y  =
v ^ o < g  - h  . . . f  0(g. 4  ^  ^ r +1
w h e r e  e a c h  — 0 , t h e n  ^ ( x , y ) =  ^ 2ZZ ( v ^  -  ■+■
i= r +1 C /  J  i & l  i = r + l  ^  -*
y ( x ^  ^  S '  • T h u s  y  i s  n o t  a n  e l e m e n t  o f  ( x ) .  T h e r e f o r e  
f o r  a n y  p o i n t  x  w h i c h  i s  n o t  i n  t h e  s p a c e  s p a n n e d  b y  t h e  
v e r t i c e s  o f  A^ t h e r e  i s  a n  o p e n  s e t  c o n t a i n i n g  x  w h i c h  c o n -
37
t a i n s  n o  p o i n t s  o f  A .
b )  L e t  X b e  a  p o i n t  i n  t h e  s p a c e  s p a n n e d  b y
( a ^  -  &Q) ,  -  a ^ ) , ( a ^  -  a ^ )  b u t  s u c h  t h a t  x  i s  n o t
c o n t a i n e d  i n  A ^ .  O b v i o u s l y  x  i s  i n  t h e  s p a c e  s p a n n e d  b y
^  , o (  .  Now X m a y  b e  e x p r e s s e d  u n i q u e l y  i n  t h e
1 2 r  _
form X s- A 9q -I" ... + ^^a^ provided that ^  +
4  . . . +  s  X ,  T h e n  s i n c e  x  i s  n o t  a n  e l e m e n t  o f  A^
we m u s t  h a v e  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  7^ ^ ,  . . . ,
l e s s  t h a n  z e r o .  L e t  b e  l e s s  t h a n  z e r o .  S i n c e  e a c h
e l e m e n t  a ^ ,  a ^ ,  . . . ,  a ^  i s  a  v e c t o r  i n  we m a y  e x p r e s s  a n y
o n e  o f  t h e m  i n , " t h e  f o r m  a .  = /A.^ o (  , j  =  0 , 1 , . . . ,  r .
j  i = l /  J ^
T h e n  we h a v e  t h e  r e l a t i o n  x  =- Tp 2 ^ 2  A n
i s  1 /  ^  ^ i r i /  1 1
• f  . . .  4  T h i s  m a y  b e  w r i t t e n :
i » l / r  i  i » i ^  1
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1 ~ >1- f  ^ > - 1 +  — I- =  t
7 > > o +  / ' > ! +  / > r * -  I
.r #
We also have the relation  ̂-+ .. .4- — 1. The
above r -*■ 1 relations in r + 1 unknowns (i.e., the unknowns 
7̂ ,̂ ...» 7V̂ ) are soluble in terms of ...,
I* 4^  • Thus each /I , i=. 0, 1, ...» r, is a linear and 
therefore a continuous function of the set ...,
Now i f  y ' ^ ' ^ T  a n d  i f  ^  ( x , y )  -  -
^ h j ^ s  5 '»  t h e n  we a l s o  h a v e  5 * f o r  e a c h  h .
I f  y  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  a ^ , a ^ ,  . . . ,  a ^  i n  t h e  f o r m
y = 4^Z A^^h the restriction that yt\P 4- *4* ,,, +
ylA.̂ - 1, then it is possible to choose S  such that if 
p(x,y) < S then - 7\̂ | ̂  | Â/» that is, so that
^  0 .  T h u s  i f  y  i s  s u f f i c i e n t l y  c l o s e  t o  x  we h a v e  y  n o t  
i n  A ^ .  H e n c e  f o r  e v e r y  p o i n t  x  i n  t h e  c o m p l e m e n t  o f  i n
t h e  s p a c e  s p a n n e d  b y  a ^ , a ^ ,  a ^  we m a y  f i n d  a n  o p e n  s e t
w h i c h  d o e s  n o t  i n t e r s e c t  A ^ .
B y  t h e  a r g u m e n t s  a )  a n d  b )  a b o v e ,  t h e  c o m p l e ­
m e n t  o f  A^ i s  o p e n .  H e n c e  A^ i s  c l o s e d .
D E F I N I T I O N  2 8 :  T h e  i n t e r i o r  o f  t h e  s i m p l e x  A^ i s  t h e  s e t
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o f  p o i n t s  w h o s e  b a r y c e n t r i o  c o - o r d i n a t e s  a r e  p o s i t i v e .
T.-RMMA 3 5 ; T h e  i n t e r i o r  o f  t h e  s i m p l e x  i s  a n  o p e n  s e t  
i n  A ^ .
P r o o f ; S u p p o s e  A^ =  ( a  , a  , a  ) C T R ^ ,  m ^ r .
L e t  f  ^  0 .  L e t  e  , e  , e  b e  a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s  f o r
1 3  n
R ^ .  C o n s i d e r  a  p o i n t  x  b e l o n g i n g  t o  G ^ .  S u p p o s e  t h a t  x  =
in  •
>  — >  ~  ^ ^ e . .  Now b y  Lemma 2 4  e a c h  i s  a  c o n -
1,0 1 j ^ i  ^  J
t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  t h e  s e t  . . . ,  B e c a u s e
t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  ' y  > 0 s u c h  t h a t  i f  -
f o r  i  = 1 , 2 , . . . ,  m a n d  i f  z  =  ^  ~
i=  0
"V^a^  t h e n  ^  ^  . B e c a u s e  t h e r e  e x i s t s  < 5 - ^
îy  s u c h  t h a t
0 s u c h  t h a t  i f  D ( x : , y ) < ( S *  a n d  i f  v  =  Q ^^e   ̂ t h e nr i=0 ' 1
I $6^ “ ^ ^ 1  f o r  i  =- 1 ,  2 ..................m.  L e t  N =  3̂
^  ( z , y )  ^  . S u p p o s e  y  ^  N / O a ^ .  T h e n  i f  y  -  % Z _ y k , ^ a ^
we h a v e  ^  0 ,  f o r  i  -  0 ,  1 ,  r . T h u s  i f  | ^ ( x , y ) < 5 *
we h a v e  t h e  r e l a t i o n  t h a t  y  i s  a n  e l e m e n t  o f  G ^ .  T h u s  G^ i s
a n  o p e n  s e t  i n  A ^ .
D E F IN IT IO N  2 9 ; I f  G^ i s  t h e  i n t e r i o r  o f  a n  r - s i m p l e x  G^ i s  
a n  r - d i m e n s i o n a l  o p e n  s i m p l e x  ( o r  a n  o p e n  r - s i m p l e x ) •
D E F IN IT IO N  5 0 : L e t  A^ -  G ^ =  F ^ ’ ^ ,  T h e n  F ^ ” ^  i s  c a l l e d  t h e
f r o n t i e r  o f  A^*
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LEWA 26 : A^.
P r o o f ; a )  G ^ C  A^ a n d  t h e r e f o r e  G ^C Z  A^ =  A ^ .
b )  L e t  z  6 A ^ .  I f  X 6 G^ t h e n  c e r t a i n l y  x  £
G^ s i n c e  G^<H G ^ .  Now s u p p o s e  t h a t  x  ^  A^ -  G ^ .  We w i s h  t o  
sh o w  t h a t  w i t h i n  a n y  n e i g h b o r h o o d  o f  x  t h e r e  i s  a  p o i n t  o f
G a n d  t h a t  c o n s e q u e n t l y  G • L e t  x — >  - ^  a^^, w i t h
s o m e  n o n e m p t y  s u b s e t  o f  t h e  s e t  o f  c o e f f i c i e n t s  b e a r i n g  t h e
i  i  i
r e l a t i o n :  ^  ^  ^  7 \  ^  ~  0 .  Now b y  a  s u i t a b l e
r e n a m i n g  o f  t h e  a ^ ’ s  we m a y  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n :
r    j •
X =  ^   — A  a  . ,  w h e r e  =  0 , f o r  j r  0 , 1 , . . .  , k  -  1 , a n d
j =0 J
1 r  .
w h e r e  > ^  0 ,  f o r  j  k ,  k  4- 1 ,  r , a n d  1 .
'  j ' k
S u p p o s e  é" >  0 .  Now l e t  y  c  x  4 -  / k )  (&q "+*
- [ f / ( r  + 1  -  H . In this
e x p r e s s i o n  f o r  y  t h e  s u m  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i s  1 ,  I f  
j ^ / ( r  4-  1 -  k ^  i s  l e s s  t h a n  t h e  m i n i m u m  o f
A t h e n  a l l  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  y  a r e  p o s i t i v e .
T h e r e f o r e  y  G ^ .  B u t  y  ^  >  M ?-a .  '  2 3 - ? ? ^ ® -  w h e r e  e ^ ,i»o/ i C  ̂ °
e ^ ,  . . . ,  e ^  i s  a n  o r t h o n o r m a l  b a s i s  f o r  t h e  s p a c e  R ^ .  F o r  a  
g i v e n  e a c h  ^ d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  s e t y / ^ ^ , ,
• ,  > f • Now s i n c e  p(x,y) d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  ' g  ^ 
t h e n  jC7(x,y) d e p e n d s  c o n t i n u o u s l y  o n  t h e  s e t  • • • »
. I f  ^  i s  a  s m a l l  e n o u g h  n u m b e r  t h e n  ^ (x,y) i s  a r b i -
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t r a r i l y  s m a l l .  T h u s  we m ay  a l w a y s  f i n d  a  p o i n t  o f  a r b i ­
t r a r i l y  n e a r  t o  x .  T h e r e f o r e  x  ^  G^ a n d  f i n a l l y ,  C  G^«
c )  S i n c e  A ^ C  G^ a n d  G^ C  A ^ ,  t h e n  A ^ “  G . 
T.TSmTA 2 7 ; A^ i s  a  c o m p a c t  s e t .
P r o o f : A^ i s  a  c l o s e d ,  b o u n d e d  s u b s e t  o f  E u c l i d e a n
n - s p a c e  f o r  r  ^  n .
3LEMMA 2 8 : i s  c l o s e d  i n  A ^ .
r »—1 37
P r o o f : T h e  c o m p l e m e n t  o f  F  i s  t h e  o p e n  s e t  G .
T.miMA 2 9 : I f  G^ a n d  a r e  t w o  o p e n  s i m p l e x e s  w h i c h  c o i n ­
c i d e  t h e n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c l o s e d  s i m p l e x e s  A^ a n d  c o i n ­
c i d e .  T h a t  i s  t o  s a y  t h a t  a n  o p e n  s i m p l e x  d e t e r m i n e s  i t s  
v e r t i c e s  u n i q u e l y .
D E F IN IT IO N  5 1 : A t o p o l o g i c a l  s p a c e  X i s  a  c o l l e c t i o n  o f
p o i n t s  s u c h  t h a t  c e r t a i n  s e t s  o f  t h e s e  p o i n t s  a r e  d i s t i n ­
g u i s h e d  a n d  c a l l e d  o p e n  s e t s  w i t h  t h e  r e q u i r e m e n t s  t h a t :
a )  t h e  u n i o n  o f  a  c o l l e c t i o n  o f  o p e n  s e t s  i s
a n  o p e n  s e t ,
b )  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a  f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f  
o p e n  s e t s  i s  a n  o p e n  s e t ,
c )  t h e  e m p t y  s u b s e t  0  a n d  X a r e  o p e n  s e t s .  
D E F I N I TION 3 2 ; A ( s i n g l e - v a l u e d )  f u n c t i o n  f  d e f i n e d  o n  a  
s e t  A t o  a  s e t  B i s  a  c o r r e s p o n d e n c e  w h i c h  a s s i g n s  t o  e v e r y  
p o i n t  X o f  A a  ( u n i q u e )  p o i n t  f ( x )  o f  B .  I f  T i s  a  s u b s e t  
o f  A t h e n  f ( T )  i n  B i s  t h e  s e t  o f  a l l  f ( a )  f o r  a  i n  T .  I f  S 
i s  a  s u b s e t  o f  B ,  t h e n  f “ ^ ( S )  i s  t h e  s e t  o f  a l l  a  i n  A s u c h  
t h a t  f ( a )  i s  i n  S .  We c a l l  f ” ^ ( S )  t h e  i n v e r s e  i m a g e  o f  S .
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We s o m e t i m e s  c a l l  a  f u n c t i o n  a  m a p p i n g »
D E F IN IT IO N  5 5 : A m a p p i n g  f  o f  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e  X i n t o  a
t o p o l o g i c a l  s p a c e  Y i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  ( o r :  c o n t i n u ­
o u s  m a p p i n g ) i f  t h e  i n v e r s e  i m a g e  o f  e a c h  o p e n  s e t  i n  Y i s  
a n  o p e n  s e t  i n  X»
D E F IN IT IO N  5 4 : A t o p o l o g i c a l  s p a c e  i s  a  H a u s d o r f f  s p a c e
( T g - s p a c e ,  s e p a r a t e d  s p a c e )  i f  w h e n e v e r  x  a n d  y  a r e  d i s t i n c t  
p o i n t s  o f  t h e  s p a c e  t h e r e  e x i s t  d i s j o i n t  o p e n  s e t s  U ^ ,  
c o n t a i n i n g  x  a n d  y  r e s p e c t i v e l y .
D E F IN IT IO N  5 5 : A h o m e o m o r p h i s m  i s  a  c o n t i n u o u s  o n e - t o - o n e
m a p p i n g  f  o f  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e  X o n t o  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e  
Y s u c h  t h a t  f ~ ^  i s  a l s o  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g .
LEMMA 5 0 : I f  f  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  w h i c h  m a p s  t h e  c o m ­
p a c t  t o p o l o g i c a l  s p a c e  X o n t o  t h e  t o p o l o g i c a l  s p a c e  Y t h e n  Y 
i s  c o m p a c t .  F u r t h e r m o r e ,  i f  Y i s  a  H a u s d o r f f  s p a c e  a n d  i f  f  
i s  o n e - t o - o n e  t h e n  f  i s  a  h o m e o m o r p h i s m .
P r o o f : S u p p o s e  C t  i s  a n  o p e n  c o v e r i n g  o f  Y .  S i n c e  f
i s  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  t h e n  t h e  f a m i l y  o f  a l l  s e t s  o f  t h e
f o r m  f  ^ ( A ) ,  w h e r e  A i s  a n  e l e m e n t  o t  OL t i s  a  c o l l e c t i o n ®
o f  o p e n  s e t s  i n  X .  ®  c o v e r s  X ,  s i n c e  o t h e r w i s e  t h e r e  w o u l d  
b e  p o i n t s  x  o f  X w h i c h  m ap  i n t o  p o i n t s  f ( x )  o f  Y b u t  s u c h  
t h a t  f ( x )  i s  n o t  i n  som e  s e t  o f  Ô t  * T h u s  ®  i s  a n  o p e n  c o v ­
e r i n g  o f  X .  S i n c e  X i s  a  c o m p a c t  s e t  we m a y  s e l e c t  a  f i n i t e  
o p e n  c o v e r i n g  o f  X f r o m  a m o n g  t h e  s e t s  o f  ® . C a l l  t h i s  
f i n i t e  o p e n  c o v e r i n g  o f  X: ( 3  ’ • C o n s i d e r  t h e  f a m i l y  o f
i m a g e s  o f  t h e  t y p e  f ( B ) ,  w h e r e  B i s  a  s e t  i n  t h e  c o l l e c t i o n
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.  T h i s  c o l l e c t i o n  o f  i m a g e s  f o r m s  a  s u b f a m i l y 6^ »  o f  t h e  
f a m i l y  T h e  f i n i t e  c o l l e c t i o n  ( %  c o v e r s  Y b e c a u s e
o t h e r w i s e  t h e r e  w o u l d  b e  a  p o i n t  y  o f  Y w h o s e  i n v e r s e  f  ^ ( y )  
i s  i n  s o m e  s e t  o f  t h e  c o l l e c t i o n  (£> * b u t  s u c h  t h a t  y  =  
f ^ - l ( y j J  n o t  i n  so m e  s e t  o f  t h e  c o l l e c t i o n  O U  • H e n c e  
Y i s  c o m p a c t .  Now s u p p o s e  t h a t  Y i s  a  H a u s d o r f f  s p a c e  a n d  f
i s  a  o n e - t o - o n e  m a p p i n g .  I f  A i s  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  Z  t h e n
A i s  c o m p a c t  b y  Lemma 1 6 .  By t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  p r e s e n t
l em m a  f ( A )  i s  a  c o m p a c t  s u b s e t  o f  Y .  By  Lemma 1 5  f ( A )  i s
c l o s e d .  T h e n  ( f ” ^ ) ~ ^ ( A )  =  f ( A)  i s  c l o s e d  f o r  e a c h  c l o s e d  
s e t  A .  S i n c e  f o r  a n y  o p e n  s e t  B d  X ,  t h e  s e t  A =-  ( c o m p l e ­
m e n t  o f  B) i s  c l o s e d ,  t h e n  ( f  ^ )*"^{A )  i s  c l o s e d  a n d  t h e  
c o m p l e m e n t  o f  ( f “ ^ ) " ’^ ( A )  i s  e q u a l  t o  ( f ” ^ ) ” ^ ( B )  a n d  i s  o p e n  
s i n c e  t h e  i m a g e  i s  o n e - t o - o n e .  T h e r e f o r e  f ” ^  i s  c o n t i n u o u s .  
By D e f i n i t i o n  3 5  f  i s  a  h o m e o m o r p h i s m .
LEMMA 3 1 ; E v e r y  t w o  r - s i m p l e x e s  a r e  h o m e o m o r p h i c .
P r o o f ; L e t  b e  t h e  ( r  1  ) - d i m e n s i o n a l  l i n e a r
E u c l i d e a n  v e c t o r  s p a c e .  L e t  e „ ,  e  , e  b e  a n  o r t h o n o r -
0 1 r
m a l  s y s t e m  o f  v e c t o r s  i n  R ^ ^ .  L e t  E ^  —  ( e ^ ,  e ^ , . . . ,  e ^ )
C ,  R b e  t h e  r - s i m p l e x  w i t h  t h e  p o i n t s  e ^ ,  e ^ ,  . . . ,  e ^  a s  
v e r t i c e s .  Now e v e r y  p o i n t  z  o f  E ^  i s  o f  t h e  f o r m  z  =
®Q "h ■+ s u c h  t h a t  A  ^  -h  . “f*
^ ^ = ■ 1 ,  a n d  s u c h  t h a t  ^  0 ,  i  — 0 ,  1 ,  . . . ,  r .  S i n c e  
S q ,  ©2.» • • • »  ®p i s  a n  o r t h o n o r m a l  s y s t e m ,  t h e  E u c l i d e a n  c o ­
o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  z  r e l a t i v e  t o  t h i s  s y s t e m  a r e  t h e  
s a m e  a s  i t s  b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  i n  E ^ .  T h u s  we m a y
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w r i t e  z  =  ( > P ,  7^ ^ ,  ? \ ^ ) =  a n d  y  ^  . . . ,
y 4 \ 3 )  • T h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  p o i n t s  7l a n d / A -  o f
E^' i s  P (  =  n  7\° - y U ^ f +  . . .  +
T JL
( ^  T h i s  r e s u l t i n g  m e t r i c  d e f i n e d  f o r  t h e
p o i n t s  o f  t h e  r - s i m p l e x  i s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  i n t r i n s i c  
b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  s i m p l e x .  F o r  a n y  p o i n t  x  
b e l o n g i n g  t o  a n  r - s i m p l e x  t h e r e  i s  e x a c t l y  o n e  p o i n t  ^  
o f  E ^ .  T h a t  i s  t o  s a y ,  t h e  m a p p i n g  f r o m  t o  d e f i n e d  b y  
t h e  c o - o r d i n a t e s  i s  c o n t i n u o u s  a n d  o n e - t o - o n e .  B y  Lemma 3 0  
we h a v e  t h e n  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  A^ a n d  E ^  i s  a  
h o m e o m o r p h i s m .  H e n c e  e v e r y  t w o  r - s i m p l e x e s  a r e  h o m e  omo r p h i c  
a n d  t h i s  h o m e o m o r p h i s m  m a y  b e  a c h i e v e d  b y  t h e  m a p p i n g  w h i c h  
a s s o c i a t e s  p o i n t s  h a v i n g  i d e n t i c a l  b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  
i n  t h e  t w o  s i m p l e x e s .
D E F I N I TION 5 6 : T h e  m e t r i c  o f  Lemma 3 1  i n d u c e d  b y  t h e  b a r y ­
c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  s e t  E ^  i s  c a l l e d  i t s  n a t u r a l  
m e t r i c .
REMARK; L e t  A^ ( a ^ ,  a ^ ,  . . . ,  a ^ )  b e  a n  r - s i m p l e x  i n  R ^ ,  
a n d  l e t  0(. - ^ ^a .  , k — 0 , 1 , . . . »  s ;  O j é - s ^ r ,  b e  a  s u b s e tK Ijj.
of the vertices of A^. Since the vertices a , a^, ..., a
0 1 * r
a r e  i n d e p e n d e n t ,  t h e  v e r t i c e s  . . . .  CX a r e  a l s o
0 1 8
i n d e p e n d e n t  a n d  h e n c e  C® ^  , . . . ,  ) i s  a  s i m p l e xV 2̂ s
i n  R ^ .
D E F IN IT IO N  5 7 ; T h e  s i m p l e x  C® d e f i n e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  
r e m a r k  i s  a n  s - d i m e n s i o n a l  f a c e  ( s - f a c e ) o f  t h e  s i m p l e x  A • 
LEMMA 3 2 :  C ^ C A ^ .
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p r o o f ; L e t  ( a ^ ,  a ^ ,  a ^ )  b e  a n  r - s i m p l e x  i n
R ^ ,  a n d  l e t  ^  sl. , k ^ O ,  1............... ...... 0 ^  s ^ r ,  b e  a
k  Ijj;
s u b s e t  o f  t h e  v e r t i c e s .  L e t  C ^ z :  ( C X ^ ,   0 < ^ )  b e  a
f a c e  o f  A ^ .  L e t  t h o s e  o f  t h e  n u m b e r s  0 ,  1 ,  . . . ,  r  w h i c h  a r e
d i f f e r e n t  f r o m  a n y  o f  t h e  s e t  i  i  , i  b e  d e n o t e d  b y
0 1 s
j  , j  , j  .  T h e n  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  x  Ç C® i s  o b -
t a i n e d  b y  p u t t i n g
( 1 6 )  = 0 ,  k s r i ,  S ,  . . . , r - s
i n  t h e  r e l a t i o n  x  ^  A ^ a ^  4- • • • ~h ? \ ^ a ^  w h i c h  i s
p a r t  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a n  e l e m e n t  o f  a  s i m p l e x .  H e n c e
C ® C  A ^ .
LEMMA 3 3 : i s  d e t e r m i n e d  i n  A^ b y  t h e  s y s t e m  ( 1 6 ) .
LEMMA 5 4 : E v e r y  s y s t e m  s u c h  a s  ( 1 6 )  d e t e r m i n e s  so m e  f a c e  o f
A ^ .
REMARK: E v e r y  v e r t e x  o f  a  s i m p l e x  A i s  a  0 - f a c e  o f
i s  i t s  own r - f a c e .
D E F IN IT IO N  5 8 : A f a c e  o f  d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  r  o f  a n  r - s i m ­
p l e x  A^ i s  a  p r o p e r  f a c e .
D E F IN IT IO N  5 9 : Two s i m p l e x e s  A a n d  B o f  t h e  l i n e a r  E u c l i d e ­
a n  v e c t o r  s p a c e  R°" a r e  s a i d  t o  b e  p r o p e r l y  s i t u a t e d  e i t h e r  
i f  t h e y  a r e  n o n i n t e r s e c t i n g  o r  i f  t h e i r  i n t e r s e c t i o n  a / A b  
i s  a  common f a c e  o f  A a n d  B.
LEMMA 5 5 : I f  0  i s  a  f a c e  o f  t h e  s i m p l e x  A, a n d  i f  D i s  a
f a c e  o f  t h e  s i m p l e x  B ,  w i t h  A / ^ B C  0 C )  D ( t h a t  i s ,  A ^ B  =  
C / ^ D ) ,  t h e n  t h e  s i m p l e x e s  A a n d  B a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d  i f
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a n d  o n l y  i f  t h e  f a c e s  C a n d  D a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d  s i m ­
p l e x e s .
UEjiMA 3 6 ; Two f a c e s  o f  a  s i m p l e x  a r e  a l w a y s  p r o p e r l y  s i t u ­
a t e d .
P r o o f : I f  C a n d  D a r e  t w o  f a c e s  o f  t h e  s i m p l e x  A ,  t h e n  
e a c h  o f  t h e m  i s  d e t e r m i n e d  a s  t h e  s e t  o f  a l l  x  s a t i s f y i n g  
a n  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m
(17) X »  ------p
w i t h
( 1 8 )  . . .  +  -  1.
a n d
( 1 9 )  0 ,  i  =  0 ,  1 ,  r
s u c h  t h a t
( 20) =  k  =  l ,  2 , . . . ,  r - s ;  s <  r
f o r  so m e  r - s  i n d i c e s  j  . T h e  t w o  s y s t e m s  w h i c h  c o r r e s p o n d  
t o  t h e  t w o  f a c e s  C a n d  D r e s p e c t i v e l y  w h e n  c o m b i n e d  y i e l d  
e i t h e r  a n o t h e r  s y s t e m  o f  t h e  f o r m  ( 1 6 )  o r  t h e y  a r e  i n c o n s i s ­
t e n t .  I f  t h e y  y i e l d  a n o t h e r  s y s t e m  o f  t h e  f o r m  ( 1 6 )  t h e n  
t h e  r e l a t i o n s  w h i c h  t h e s e  t w o  s y s t e m s  h a v e  i n  common d e f i n e  
t h e  dommon f a c e  o f  C a n d  D .  T h e y  a r e  i n c o n s i s t e n t  i f  a n d  
o n l y  i f  t h e  j o i n t  s y s t e m  c o n t a i n s  a l l  t h e  r e l a t i o n s  =  0 , 
1 Oj 1 , . . . J  r .
DEFIJSriTION 4 0 : A f i n i t e  s e t  K o f  s i m p l e x e s  o f  t h e  l i n e a r
E u c l i d e a n  s p a c e  i s  a  g e o m e t r i c  c o m p l e x  ( o r  m e r e l y ;  a  
c o m p l e x )  i f  K s a t i s f i e s  t h e  t w o  c o n d i t i o n s ;
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a )  i f  A i s  a  s i m p l e x  o f  K t h e n  e v e r y  f a c e  o f  A
i s  a l s o  i n  K
h )  e v e r y  t w o  s i m p l e x e s  o f  K a r e  p r o p e i j l y  s i t u ­
a t e d .  !
REMARK; T h e  s e t  o f  0 - s i m p l e x e s  o f  a  c o m p l e x  K i s  t h e  s e t  o f
a l l  v e r t i c e s  o f  a l l  s i m p l e x e s  c o n t a i n e d  i n  K .
D E F I N I T I O N  4 1 : T h e  m a x im u m  d i m e n s i o n  o f  t h e  s i m p l e x e s  o f  K
i s  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c o m p l e x  K .  An n - d i m e n s i o n a l  c o m p l e x  
K m a y  b e  r e f e r r e d  t o  a s  a n  n - c o m p l e x .
D E F IN IT IO N  4 2 ; I f  K i s  a  g e o m e t r i c  c o m p l e x  s i t u a t e d  i n  t h e  
l i n e a r  E u c l i d e a n  m e t r i c  s p a c e  E ^ ,  t h e n  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s
c o n t a i n e d  i n  t h e  s i m p l e x e s  o f  t h e  c o m p l e x  K i s  c a l l e d  t h e
p o l y h e d r o n  | k
C  i s  a  m e t r i c  s p a c e ,  p r o v i d e d  K i s  n o n -LEMMA 5 7 : j K
v a c u o u s .
P r o o f : I k |  i s  a  s u b s e t  o f  R ^  w h i c h  i s  a  m e t r i c  s p a c e .
A l l  p r o p e r t i e s  o f  c o n s i d e r e d  a s  a  m e t r i c  s p a c e  a r e  h e r e d ­
i t a r i l y  a p p l i c a b l e  i n  J k J a l s o .
LEMMA 5 8 : | k |  i s  a  c o m p a c t  s p a c e .
P r o o f : S i n c e  K i s  t h e  s e t - t h e o r e t i c  u n i o n  o f  a  f i n i t e
n u m b e r  o f  s i m p l e x e s  e a c h  o f  w h i c h  i s  c o m p a c t  b y  Lemma 27 
t h e n  t h e  p o l y h e d r o n  | k |  c o n s i s t i n g  b y  d e f i n i t i o n  o f  a l l  t h e  
p o i n t s  c o n t a i n e d  i n  t h e s e  s i m p l e x e s  i s  c o m p a c t ,
REMARK: I f  K a n d  L a r e  t w o  c o m p l e x e s  a n d  f  i s  a  c o n l t i n u o u s
m a p p i n g  o f  t h e  p o l y h e d r o n  ^K^ i n t o  t h e  p o l y h e d r o n  | L j  t h e n  
we s h a l l  s o m e t i m e s  r e f e r  t o  f  a s  a  m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  K
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i n t o  t h e  c o m p l e x  L .
REMARK: T h e  m o s t  e l e m e n t a r y  t y p e  o f  r - c o m p l e x  i s  t h e  s e t
o f  a l l  f a c e s  ( p r o p e r  o r  o t h e r w i s e )  o f  t h e  s i m p l e x  A ^ .  T h e
r —1 rs e t  S  o f  a l l  p r o p e r  f a c e s  o f  t h e  s i m p l e x  A a l s o  f o r m s  a
c o m p l e x .
LEMMA 5 9 : | t ^1 ==• A ^ .
LEMMA 4 0 : | =
LEMMA 4 1 ; I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  c o m p l e x  K i n  i t  i s
s u f f i c i e n t  t o  l i s t  a l l  t h e  v e r t i c e s  o f  K a n d  t h e n  t o  d i s t i n ­
g u i s h  t h o s e  s e t s  o f  v e r t i c e s  w h o s e  s p a n n i n g  s i m p l e x e s  y i e l d  
a l l  t h e  s i m p l e x e s  i n  K .
P r o o f : B y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  g e o m e t r i c  c o m p l e x  t h e  v e r ­
t i c e s  o f  e a c h  s i m p l e x  i n  K a r e  a l s o  v e r t i c e s  o f  K .
D E F IN IT IO N  4 3 : A f i n i t e  s e t  ^  o f  e l e m e n t s  JCq , » • • • »
i s  c a l l e d  a n  a b s t r a c t  c o m p l e x  w i t h  v e r t i c e s  ^ q ,
cJCi » • • • »  c a s e  9 ^  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s
a )  c e r t a i n  n o n e m p t y  s u b s e t s  o f  t h e  s e t  ^  a r e  
d i s t i n g u i s h e d  a n d  a r e  c a l l e d  a b s t r a c t  s i m p l e x e s  o f  t h e  
a b s t r a c t  c o m p l e x
b )  e v e r y  s u b s e t  o f  9^  c o n s i s t i n g  o f  a  s i n g l e  
e l e m e n t  i s  a  d i s t i n g u i s h e d  s u b s e t .  T h u s  e v e r y  v e r t e x  o f  
i s  a l s o  a  s i m p l e x  o f  ^ .
0) I f  O L  i s  a  s i m p l e x  o f  ^ , t h e n  e v e r y  n o n ­
e m p t y  s u b s e t  o f , r e f e r r e d  t o  a s  a  f a c e  o f  t h e  s i m p l e x  OZ, 
i s  a l s o  a  s i m p l e x  o f  t h e  c o m p l e x
T h e  a b s t r a c t  s i m p l e x  0 ( f  -  ( <7%̂ , * ^ 1» • • • »
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^ _ )  w i t h  r  *f* 1  v e r t i c e s  i s  s a i d  t o  h a v e  d i m e n s i o n  r .  T h e  
m ax im u m  o f  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  s i m p l e x e s  c o n t a i n e d  i n  t h e  
c o m p l e x  i s  c a l l e d  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c o m p l e x  I f
t h e  d i m e n s i o n  o f  i s  n  t h e n  i s  a n  n - c o m p l e x .
D E F IN IT IO N  4 4 : L e t  ^  b e  a n  a b s t r a c t  c o m p l e x  w i t h  v e r t i c e s
Q » ^  * a n d  l e t  E  — ^
s i m p l e x  c o n s i d e r e d  w i t h  i t s  n a t u r a l  m e t r i c  s u c h  t h a t  E ^  C l  
L e t  eC ^ ^  - 4 ^ . ,  j ^ O ,  1 ,  . .  . , r ,  d e n o t e  a n y  s u b s e t
j
o f  t h e  v e r t i c e s  o f  , a n d  l e t  e  s * v . ,  1 , . . . , r ,
j  J
d e n o t e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s u b s e t  o f  t h e  s e t  o f  e l e m e n t s  e ^ ,
e ^ ,  e ^  o f  . A s s i g n  t h e  f a c e  A^ a :  ( v ^ , v ^ ,  v ^ )
Usao f  t h e  s i m p l e x  E t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a b s t r a c t  s i m p l e x
Q l f  ^  4^ ................... ,%i^)  o f  the abstract complex The
s e t  N o f  g e o m e t r i c  s i m p l e x e s  t h u s  o b t a i n e d  f o r m s  a  g e o m e t r i c
jj-
c o m p l e x ,  s i n c e  b y  Lemma 3 6  t h e  f a c e s  o f  t h e  s i m p l e x  E  a r e
p r o p e r l y  s i t u a t e d .  T h e  g e o m e t r i c  c o m p l e x  N i s  c a l l e d  a
g e o m e t r i c  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  I f  t h e
r+*l
s e t  e  , e  , . . . ,  e .  f o r m s  a  b a s i s  o f  R t h e n  t h e  g e o m e t r i c
0 1 KT
r e a l i z a t i o n  N i s  c a l l e d  t h e  n a t u r a l  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  a b ­
s t r a c t  c o m p l e x a n d  t h e  m e t r i c  o f  t h e  p o l y h e d r o n  | n |  i n -  
d u c e d  b y  t h e  m e t r i c  o f  E w i l l  b e  c a l l e d  t h e  n a t u r a l  m e t r i c  
c o r r e s p o n d i n g  t o
LEMMA 4 2 : T h e  p o i n t  ^ e  ^ ^ e  - f " . . .  y ^ ^ e  a t  (
O X  k
7\ ^ ...............*  7  ̂ o f  t h e  s i m p l e x  E ^  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e
p o l y h e d r o n  | n | i f  a n d  o n l y  i f  t h e  r e l a t i o n  t h a t  a l l  c o - o r d i -
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n a t e s  e q u a l  z e r o  e x c e p t  a  c e r t a i n  s e t  ^  0 , j  =  0 ,
1 , r ,  i m p l i e s  t h a t  ^  c o n t a i n s  t h e  s i m p l e x
A ^
LEMMA 4 3 ; E v e r y  t w o  g e o m e t r i c  r e a l i z a t i o n s  o f  ^  a r e  h o m e o ­
m o r p h i  c .
P r o o f : L e t  K b e  a n  a r b i t r a r y  g e o m e t r i c  r e a l i z a t i o n  o f
t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  ^  i n  t h e  E u c l i d e a n  s p a c e  R ^ .  D e n o t e  
t h e  v e r t i c e s  o f  K b y  c ^ ,  c ^ , . . . ,  o ^ ,  w h e r e  c ^  c o r r e s p o n d s  
t o  A s s i g n  t o  e a c h  p o i n t  ^  =  ( 7*^, • • • »  o f
t h e  p o l y h e d r o n  | n /  t h e  p o i n t  4" / ^ ^ c ^  "f" . . .  "f"
^ ^ c ^  £  r “ .  We s h a l l  s h o w  t h a t  t h e  m a p p i n g  i s  a  h o m e o ­
m o r p h i  sm o f  I n  I o n t o /  k /  .
a )  We f i r s t  n o t e  t h a t  ^  I s  c o n t i n u o u s .
b )  We n e x t  s h o w  t h a t  t h e  m a p p i n g  f r o m  ] n | t o  
|k | i s  o n t o .  L e t  ^  ( v ^ ,  v ^ .................. v ^ )  b e  a  s i m p l e x  o f  N
a n d  l e t  *A^ =  ( u ^ , u ^ , u ^ )  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s i m p l e x
o f  K ,  w h e r e  u ^  =  , j - 0 ,  1 ,  r .  Now i f  x  i s  a n y
j
p o i n t  o f  A^ t h e n  x  i s  o f  t h e  f o r m  x  — *^^^1
Tv^v^ a n d  ^  ( x )  i s  o f  t h e  f o r m  ^ ( x ) = -  -f- . . .  f
7\ , w h i c h  i s  o b v i o u s l y  a  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  e l e m e n t  o f
* A ^ .  C o n v e r s e l y ,  a n y  e l e m e n t  y  : r y & c ^ u ^
y ^ u ^  £  *A^ h a s  a  u n i q u e  i n v e r s e  i m a g e  i n  A ^ ;  t h i s  u n i q u e  
i n v e r s e  i m a g e  i s  ^ ” ^ ( y )  4̂^  ^ v ^  H—, .  ^ v ^ .
P
S i n c e  e a c h  s i m p l e x  A i n  N h a s  a  c o r r e s p o n d i n g  s i m p l e x  i n  K  
a n d  c o n v e r s e l y ,  i t  f o l l o w s  t h a t  ( | n | )  -  / k |  a n d  i n c i d e n -
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t a l l y  t h a t  (k | ) =  ) n |  a n d  h e n c e  t h a t  ^  ^  i s  a  m a p p i n g
f r o m  | k |  o n t o  / n / .
c )  I t  r e m a i n s  t o  b e  s e e n  w h e t h e r  i s  o n e - t o -  
o n e  f r o m  | n | t o  ( k | . T o  p r o v e  t h a t  e a c h  a r b i t r a r y  p o i n t  o f  
|k | h a s  a n  i n v e r s e  i m a g e  o f  e x a c t l y  o n e  p o i n t ,  we l e t  ^  “
( 7^^)  a n d  . . . , / C ^ )  b e  t w o
p o i n t s  o f  | n |  , a n d  l e t  ^  q j s r O ,  1 , r ,  a n d y ^  ^ ,
p  =  0 , 1 , s ,  b e  t h e  n o n z e r o  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  a p p e a r
i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  / \  a n d  ytA- r e s p e c t i v e l y .  L e t  e .  s
q
t  , q  =  0 ,  1 ,  r ,  a n d  l e t  e . « « w  , p & O ,  1 ,  . . . ,  s .q Jp P
I f  ^  ( t g ,  t ^ ,  t ^ )  a n d  ( w ^ ,  w ^ ,  w^ )  a r e  t h e
s i m p l e x e s  i n d i c a t e d  i n  N ,  t h e n  o b v i o u s l y  Pf £  a n d £.  
B®, s i n c e  a n d s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  n e c e s s a r y  f o r  e l ­
e m e n t s  o f  t h e  r e s p e c t i v e  s i m p l e x e s  i n d i c a t e d .  I n d e e d ,  i s  
a n  e l e m e n t  o f  t h e  i n t e r i o r  o f  a n d i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  
i n t e r i o r  o f  B ^ .  T h e r e f o r e  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  ^  a n d  o f  
a n d  * B ^ ,  we k n o w  t h a t  ( ^  ( ^  ) a n d  ( / ^ { ^ )  a r e  i n t e r i o r  
p o i n t s  o f  *A^ a n d  *B® r e s p e c t i v e l y .  Now a n d  *B® a r e
p r o p e r l y  s i t u a t e d  s i n c e  t h e y  a r e  b o t h  s i m p l e x e s  i n  t h e  c o m ­
p l e x  K .  C l e a r l y  i f  t w o  p r o p e r l y  s i t u a t e d  s i m p l e x e s  h a v e  a  
common i n t e r i o r  p o i n t  t h e n  t h e y  c o i n c i d e .  H e n c e  i f  ^ ^ ) =  
t h e n  *A^ ®  *B® a n d  h e n c e  A ^  b ® .  Now o n  a n y  s i m p l e x  
A^ C B® we k n o w  t h a t  ^  i s  a  o n e - t o - o n e  m a p p i n g  o n t o  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  s i m p l e x  =  *B® i n  K .  T h e r e f o r e  ^  ^  ) —
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I m p l i e s  P\ -p/CC . H e n c e  ^  i s  a  o n e - t o - o n e  m a p p i n g .
B y  Lemma 3 0  t h e n  i s  a  h o m e o m o r p h i  s m .  T h u s  e v e r y  g e o m e t ­
r i c  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  ^  i s  h o m e o m o r p h i c  
t o  t h e  n a t u r a l  r e a l i z a t i o n  N o f  a n d  t h e r e f o r e  e v e r y  t w o  
g e o m e t r i c  r e a l i z a t i o n s  o f  ^  a r e  h o m e o m o r p h i c .
THEOREM 4 :  An a b s t r a c t  n - c o m p l e x  ^  c a n  a l w a y s  b e  r e a l i z e d
b y  a  g e o m e t r i c  c o m p l e x  K i m b e d d e d  i n  t h e  E u c l i d e a n  s p a c e
jjEn-H. d i m e n s i o n  2 n  - f -  1 .  To a c h i e v e  t h i s  r e a l i z a t i o n  t h e  
v e r t i c e s  o f  t h e  c o m p l e x  K m a y  b e  c h o s e n  a r b i t r a r i l y  w i t h  t h e  
s o l e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e y  b e  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n .
P r o o f :  I f  JC_ , ^ 1, eJT,_ a r e  t h e  v e r t i c e s  o f  t h e' " 0 ^  JSi
a b s t r a c t  c o m p l e x  7 ^ ,  l e t  c ^ ,  c ^ ,  , ,  c ^  b e  a n y  s y s t e m  o f
p o i n t s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  i n  a n d  c o n s i d e r  t h e  c o r r e ­
s p o n d e n c e  b e t w e e n  a n d  c .  . I f  -  ( ^ 0 »  • • • »  ^  )i  u  X r
i s  a n y  a b s t r a c t  s i m p l e x  o f  l e t  =  ( S q , a ^ ...................a ^ )  b e
t h e  g e o m e t r i c  s i m p l e x  w h i c h  s p a n s  t h e  p o i n t s  a ^ ,  a ^ ,  a ^
w h i c h  i n  t u r n  c o r r e s p o n d  t o  t h e  v e r t i c e s  ^ q .
B e c a u s e  o f  c o n d i t i o n  c )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a b s t r a c t  c o m ­
p l e x  we k n o w  t h a t  K  f u l f i l l s  c o n d i t i o n  a )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  
o f  g e o m e t r i c  c o m p l e x .  To s h o w  t h a t  K i s  a  g e o m e t r i c  c o m p l e x  
i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t h e n  t o  s h o w  t h a t  K s a t i s f i e s  c o n d i t i o n
b )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  g e o m e t r i c  c o m p l e x .  To d o  t h i s  l e t  
a n d  ^  ^ b e  t w o  s i m p l e x e s  o f  L e t  a n d  B^ b e  t h e
c o r r e s p o n d i n g  g e o m e t r i c  s i m p l e x e s  o f  K ,  a n d  l e t  d ^ ,  d ^ ,  
d ^  b e  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  w h i c h  a r e  v e r t i c e s  o f  o n e  o r  
m o r e  o f  t h e  s i m p l e x e s  A^ a n d  B®, Now r  ^  n  a n d  s  n  b e -
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cause the dimension of is n. Therefore t ̂  2n -f 1. Thus 
* (d^; d̂ , •••» d̂ ) is a simplex in may or may
not be in K .  Since and are faces of they are prop­
erly situated by Lemma 26. Therefore K also satisfies con­
dition b) of the definition of geometric complex. Thus K is 
a geometric complex which realizes
LEMMA 4 4 : I f  R i s  a  l i n e a r  - l ^ u c l i d e a n  m e t r i c  s p a c e ,  A i s  a
s e t  o f  p o i n t s  i n  R ,  a n d  c5 i s  a  p o s i t i v e  n u m b e r ,  l e t  H ( A , 6* ) 
d e n o t e  t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  o f  R w h o s e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  
s e t  A i s  l e s s  t h a n  ^  . L e t  H ( A , 6" ) d e n o t e  t h e  s e t  o f  a l l  
p o i n t s  o f  R w h o s e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  s e t  A i s  l e s s  t h a n  o r  
e q u a l  t o  ( S  • T h e n
a )  h I a T ^ T  C  H{A, S  ) 
b  ) H {A, <5 ) i s  o p e n  "
c )  H (A ,  <5 ) i s  c l o s e d
d )  i f  A c o n s i s t s  o f  o n e  p o i n t  a  t h e n  t h e  d i a m ­
e t e r  o f  H ( a , 6 ) a n d  t h e  d i a m e t e r  o f  H ( a , < 5 )  d o  n o t  e x c e e d
2 d .
D E F IN IT IO N  4 5 : L e t  R b e  a  m e t r i c  s p a c e  a n d  l e t  Z "  ^  C g ,
c ^ ,  . . . ,  c ^ ^  b e  a  f i n i t e  s y s t e m  o f  n o n v a c u o u s  s u b s e t s  o f  R .  
T h e  s y s t e m  ^  i s  a  c o v e r i n g  o f  R i f  e v e r y  p o i n t  o f  R i s  c o n ­
t a i n e d  i n  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  s e t s  o f  t h e  s y s t e m  2T. I f  t h e  
d i a m e t e r  o f  e a c h  s e t  o f  t h e  s y s t e m  ZZ i s  l e s s  t h a n  so m e  p o s ­
i t i v e  n u m b e r  €  t h e n  ZÜ i s  a n  ^ - c o v e r i n g  o f  t h e  s p a c e  R .
We s h a l l  c o n s i d e r  o p e n  c o v e r i n g s , w h i c h  c o n s i s t  s o l e l y  o f  
o p e n  s e t s ,  a n d  c l o s e d  c o v e r i n g s , w h i c h  c o n s i s t  s o l e l y  o f
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o l o s e d  s e t s .  A  c o v e r i n g  i s  o f  o r d e r  n  i f  n  i s  t h e  m a x im u m  
n u m b e r  o f  s e t s  i n  w h i c h  a n y  p o i n t  i s  c o n t a i n e d  a n d  i f  t h i s  
m a x im u m  i s  a c h i e v e d  b y  a t  l e a s t  o n e  p b i h t .
REMARK: A l t h o u g h  t h e  t e r m  " c o v e r i n g ” h a s  b e e n  u s e d  p r e v i ­
o u s l y  i n  a  b r o a d e r  s e n s e ,  f o r  t h e  p r e s e n t  we s h a l l  l i m i t  i t s  
u s e  t o  d e s i g n a t e  o n l y  f i n i t e  c o v e r i n g s .
LEMMA 4 5 : I f  R i s  a  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  a n d  6  i s  a  p o s i ­
t i v e  n u m b e r  t h e n  R h a s  b o t h  a n  o p e n  a n d  a  c l o s e d  é ’- c o v e r -  
i n g .
P r o o f : R  =  V ^ H ( x ,  ^ / 3 ) .  S i n c e  R i s  c o m p a c t ,  we m a y
x ^
s e l e c t  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  t h e  s e t s  i n  t h i s  u n i o n ,  s a y :
H( X q , ^ / 3 ) ,  H ( x ^ , < ^ / 3 ) ,  . . . ,  H(Xj^ ,  é - / 3 )  w h i c h  w i l l  f o r m  a n
o p e n  ^  - c o v e r i n g  o f  R .  And  s i n c e  b y  Lemma 4 4  we k n o w  t h a t
H ( x ^ ,  f / 3 )  H ( x ^ ,  g / 3 J  H ( x ^ ,  E / 3 ) , t h e n  we m ay  l e t
15{x , € / Z ) ,  E ( x ^  , 6/3) , . . . ,  H ( x  , 6/3) b e  a  c l o s e d  c o v e r i n g  
0 -L K
Of R .
D E F IN IT IO N  4 6 : A c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  R h a s  f i n i t e  d i m e n ­
s i o n  r  i f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  s a t i s f i e d :
a )  F o r  e v e r y  6 ^ 0  t h e r e  e x i s t s  a  c l o s e d  
^ - c o v e r i n g  o f  R o f  o r d e r  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  r  Hh 1 .
b )  T h e r e  e x i s t s  a n  é  ^  0 s u c h  t h a t  e v e r y  
c l o s e d  ^ - c o v e r i n g  o f  R i s  o f  o r d e r  g r e a t e r  t h a n  r .  I f  n o  
i n t e g e r  r  ^ 0  e x i s t s  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  a )  a n d
b )  t h e n  we s a y  t h a t  R i s  o f  i n f i n i t e  d i m e n s i o n .
LEMMA 4 6 ; L e t  R a n d  R* b e  t w o  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e s  a n d  l e t
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f  b e  a  h o m e  omo r p h i s m  o f  R o n t o  R* • 1 'h e n  R a n d  R* a r e  o f  
e q u a l  d i m e n s i o n .
Proof: Since R is compact, f is uniformly continuous,
because a continuous function from a compact metric space to 
a metric space is uniformly continuous. Hence for every 
positive number ^  there exists a number <S such that when 
^(z,y) <<5 then p[f (x) ,f ( y)J< £  . Now if ^
C ^ ,  . . . ,  i s  a  c l o s e d  - c o v e r i n g  o f  R ,  t h e n  t h e  s e t s
f ( C ^ )  =" C * , i  0 ,  1 ,  . . . »  k ,  f o r m  a  c l o s e d  ^  - c o v e r i n g  ^  * 
o f  R * . S i n c e  f  i s  o n e - t o - o n e ,  t h e n  ^  a n d  a r e  o f  t h e
sa m e  o r d e r ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  d i m e n s i o n  o f  R* d o e s  n o t  e x ­
c e e d  t h e  d i m e n s i o n  o f  R .  And  s i n c e  R a n d  R» m ay  b e  i n t e r ­
c h a n g e d  i n  t h i s  a r g u m e n t ,  t h e y  a r e  o f  e q u a l  d i m e n s i o n .
1M1MA 4 7 : I f  R i s  a  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  a n d  ^  pC ,
C _ , . . . ,  C f i s  a  c l o s e d  ^  - c o v e r i n g  o f  R ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s
k j  — pi
a  p o s i t i v e  n u m b e r  0 s u c h  t h a t  t h e  c l o s e d  c o v e r i n g  c o n ­
s i s t i n g  o f  t h e  s e t s  H ( C ^ , 5 ) ,  i  =  0 , 1, . . . ,  k ,  i s  a n
5 - c o v e r i n g  o f  t h e  s a m e  o r d e r  a s  t h e  c o v e r i n g  ^ . T h i s  i m ­
p l i e s  t h a t  t h e  o p e n  c o v e r i n g  c o n s i s t i n g  o f  t h e  s e t s
G-  ̂ := H ( C ^ , 5  ) , i  =  0 , 1 , . . .  , k ,  i s  a n  o p e n  6  - c o v e r i n g  o f  
t h e  sam e  o r d e r  a s  2  •
P r o o f : L e t  C i — 0 ,  1 ,  . . . ,  n ,  b e  a n y  s y s t e m
o f  s e t s  w h o s e  i n t e r s e c t i o n  i s  e m p t y .  L e t  F ^
P i
i =  0 ,  1 ,  . . . ,  n .  We s h a l l  f i r s t  s h o w  t h a t  t h e r e  i s  a  p o s i ­
t i v e  n u m b e r  f o r  w h i c h  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  s e t s  o f  t h e
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s e t s  o f  t h e  s y s t e m  ^ 1* * * ' *  i s  a l s o  e m p ­
t y .  I f  t h e  c o n t r a r y  w e r e  t r u e ,  t h a t  i s ,  i f  n o w  s u c h  n u m b e r  
^  e x i s t e d  t h e n  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  m a n d  f o r  e a c h  
^  =  l / m  t h e r e  w o u l d  e x i s t  a  p o i n t  a ^  w h i c h  b e l o n g e d  t o  e a c h
s e t  o f  t h e  s y s t e m  2 *  . T h e  s e q u e n c e  / a .  ? .
* ^ i ' l  = 1 ; 2 ; . . .
w o u l d  h a v e  a  l i m i t  p o i n t  s i n c e  R i s  c o m p a c t  a n d  s i n c e  a n y  
i n f i n i t e  s e q u e n c e  i n  a  c o m p a c t  s p a c e  h a s  a t  l e a s t  o n e  l i m i t  
p o i n t .  L e t  o n e  o f  t h e s e  l i m i t  p o i n t s  b e  d e n o t e d  b y  a .  O b ­
v i o u s l y  a  i s  i n  e a c h  s e t  o f  t h e  s y s t e m  2 ! * s i n c e  e a c h  s e t  i s  
a  c l o s e d  s e t .  By  t h e  p r e c e d i n g  a r g u m e n t  we m ay  a s s i g n  a  
s u f f i c i e n t l y  s m a l l  n u m b e r  ^  >  0 t o  e a c h  s u b s y s t e m  o f  t h e  
f o r m  * o f  t h e  s y s t e m  s u c h  t h a t  t h e  s e t s  o f  t h e  s y s t e m
h a v e  a  v o i d  i n t e r s e c t i o n .  Now 2  h a s  o n l y  a  f i n i t e  
n u m b e r  o f  s u b s e t s  o f  t h e  f o r m  ^  » a n d  w e  c a n  t h e r e f o r e  s e ­
l e c t  t h e  s m a l l e s t  ^  f o r  o u r  <5* • T h i s  v a l u e  f o r  S w i l l  b e  
s u f f i c i e n t l y  s m a l l  t o  i m p l y  t h a t  t h e  o r d e r  o f  2 ^  i s  t h e  
s a m e  a s  t h e  o r d e r  o f  ^ . F u r t h e r m o r e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
c h o o s e  t h e  n u m b e r  S  s m a l l  e n o u g h  t o  i n s u r e  t h a t  t h e  d i a m e ­
t e r  o f  e a c h  s e t  i  =  0 , 1, . . . ,  k ,  w i l l  b e  l e s s  t h a n  6" ,
b e c a u s e  t h e  d i a m e t e r  o f  e a c h  s e t  C. i s  l e s s  t h a n  ^ . T h u s  
t h e  s y s t e m  i s  a n  ^ - c o v e r i n g .
COROLLARY: I f  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  R
i s  e q u a l  t o  r ,  t h e n  f o r  e v e r y  ^  ^  0 t h e r e  e x i s t s  a n  o p e n  
^ -  c o v e r i n g  o f  R w h o s e  o r d e r  d o e s  n o t  e x c e e d  r  -f" 1 .  
D E F IN IT IO N  4 7 ; L e t  ^ C ^ , C ^ ,  . . . »  C^^"^be a  s y s t e m  o f
s e t s  o f  t h e  s p a c e  R ,  W i t h  e a c h  s e t  we a s s o c i a t e  t h e
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l e t t e r  a n d  we l e t  t h e  s e t  o f  l e t t e r s  , • • • »  JC-
r e p r e s e n t  t h e  v e r t i c e s  o f  a n  a b s t r a c t  c o m p l e x  We
a l l o w  t h e  s u b s e t  o f  v e r t i c e s  , j n O ,  1 ,  s ,  t o
J
d e f i n e  a  s i m p l e x  o f  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  s e t s  C. , j  =  0 ,
1 ,  . . . ,  s ,  h a v e  a  n o n e m p t y  i n t e r s e c t i o n .  T h e  a b s t r a c t  c om ­
p l e x  i s  t h e  n e r v e  o f  t h e  s y s t e m  ^  .
LEMMA 4 8 ; I f  t h e  s y s t e m  i s  o f  o r d e r  r + 1  t h e n  t h e  n e r v e  
o f  ^  i s  o f  d i m e n s i o n  r .
D E F IN IT IO N  4 8 : A c o n t i n u o u s  m a p p i n g  f  o f  a  m e t r i c  s p a c e  R
i n t o  a  m e t r i c  s p a c e  S  i s  c a l l e d  a n  6* - m a p p i n g  i f  t h e  c o m -  
p l e t e  i n v e r s e  i m a g e  f ”  ( z )  o f  e v e r y  p o i n t  z  B f ( R )  i s  o f  
d i a m e t e r  l e s s  t h a n  €  i n  R .
THEOREM 5 :  L e t  R b e  a  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e ,  ^  ^
G ^ ,  G^ *^an  o p e n  ^  - c o v e r i n g  o f  R ,  t h e  n e r v e  o f  t h i s
c o v e r i n g ,  a n d  K a  g e o m e t r i c  r e a l i z a t i o n  o f  i n  s o m e  E u ­
c l i d e a n  s p a c e  R ^ ,  s o  t h a t  t o  e a c h  s e t  G. o f  t h e r e  c o r r e ­
s p o n d s  a  p o i n t  c ^  o f  R ^  w h i c h  i s  a  v e r t e x  o f  t h e  g e o m e t r i c  
n e r v e  o f  t h e  c o v e r i n g  ^ . T h e n  t h e r e  i s  a  c o n t i n u o u s  
- m a p p i n g  f  o f  R i n t o  I K l  f o r  w h i c h  x  6 G i m p l i e s  t h a t
'  p
f ( x )  i s  c o n t a i n e d  i n  a  s i m p l e x  A* o f  K w i t h  v e r t e x  c .
P
P r o o f : We d e f i n e  t h e  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  y ^ ^ ( x ) ,
X g  R ,  i  =  0 ,  1 ,  k ,  t o  b e  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e
p o i n t  X a n d  t h e  c l o s e d  s e t  R -  G ^ .  T h e  f u n c t i o n  J /^ ^ (x )  i s  a  
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  R a n d  i s  p o s i t i v e  i f  a n d  o n l y  i f  x  6 
G ^ .  T h e  f u n c t i o n  s s O i f x f R - G ^ .  S i n c e  e v e r y
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p o i n t  3C i s  c o n t a i n e d  i n  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  s e t s  o f  t h e  
s y s t e m  2 .  , t h e n  t h e  s u m  ^ ( x )  -  ) A ^ ( x )  "f" ^ ( x )  ■f' . . .
^  ( x )  i s  p o s i t i v e  f o r  e v e r y  x .  L e t  ^ ^ ( x )  =  ( x ) / ^ ( x ) ,
-k i  ^T h e n  t h e  f u n c t i o n  / \  ( x )  h a s  t h e  p r o p e r t i e s  l i s t e d  a b o v e  f o r
, a n d  a l s o  we h a v e
(21) 7\°(x) -f y ( x )  7i^(x) »  1.
Now l e t  N b e  t h e  n a t u r a l  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  
a n d  a s s i g n  t o  e a c h  p o i n t  x  £  R t h e  p o i n t
(22)  ^ ( x )  r 7^°(x)e^-f-  ^ ^ ( x ) e ^  f ... +  ̂ ^ ( x ) e ^
o f  t h e  E u c l i d e a n  s p a c e  R^"*'^. B y  r e l a t i o n  ( 2 1 )  a n d  t h e  
n o n n e g a t i v e n e s s  o f  / \ ^ ( x )  we s e e  t h a t  ^ ( x )  i s  c o n t a i n e d  i n  
t h e  s i m p l e x  I t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  ^  ( x )  i s  c o n ­
t a i n e d  i n  t h e  p o l y h e d r o n  | n | .  L e t  x  6  R a n d  d e n o t e  b y
t h e  s e t  o f  a l l  o p e n  s e t s  o f
J J
t h e  s y s t e m  ^  w h i c h  c o n t a i n  s .  B e c a u s e  t h e  o p e n  s e t s  o f  t h e
s y s t e m  2 " ^  h a v e  a  n o n v a c u o u s  i n t e r s e c t i o n ,  t h e  s i m p l e x  —
( , . . . »  ) I s  i n  a n d  h e n c e  t h e  s i m p l e x  A =
0 ^ 1  I r  '
( e  , e .  , e .  ) i s  i n  N ,  H o w e v e r ,  j  — 0 ,  1 ,  . ,
I q ^ 1  ^ r
r ,  a r e  t h o s e  n u m b e r s  o f  t h e  s e q u e n c e  ? P ( x ) , 7 ^ ^ ( x ) ,
^ ^ ( x )  w h i c h  a r e  n o n z e r o ,  a n d  t h e r e f o r e  b y  ( 2 2 )  ^ ( x )  = .
^ e .  • T h i s  m e a n s  t h a t  ^ ( x )  6  N .  F u r t h e r m o r e ,
i f  X  £  G , t h e n  G i s  a  s e t  o f  t h e  s y s t e m  ^  a n d  e  i s  a  
P p  X P
v e r t e x  o f  A .  T o  s h o w  t h a t  t h e  m a p p i n g  P \ o f  t h e  s p a c e  R
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i n t o  t h e  p o l y h e d r o n  (n | i s  a n  6 " - m a p p i n g ,  l e t  z  b e  a  p o i n t
o f  ^ ( R ) ,  l e t  7 ^ ~ ^ ( z )  b e  i t s  c o m p l e t e  i n v e r s e  i m a g e  i n  R ,
a n d  l e t  x  6  ^ ( z ) .  Som e s e t  o f  s a y  G ^ ,  c o n t a i n s  x ,
a n d  h e n c e  ^ ^ { x ) = | = 0 .  I f  y  & ^ ( z )  t h e n  7 ^ ( x )  s :  y ) a n d
b y  r e l a t i o n  ( 2 2 )  ^ ( y )  =  7 ? ( x ) ^ 0 ,  T h e n  y  £  G ^ .  T h a t
i s ,  ? \ ^  ( z )  d G  : a l s o  s i n c e  t h e  d i a m e t e r  o f  G i s  l e s s  t h a n  
1 P P
6  a n d  7  ̂ ( z )  O  G t h e n  t h e  d i a m e t e r  o f  7^ ( z )  i s  a l s o
P
l e s s  t h a n  C .  L e t  b e  t h e  n a t u r a l  m a p p i n g  f r o m  N t o  K .
T h a t  i s ,  7 \ ^ e .  -  Z Z Z  7 \ ^ o .  , w h e r e  c  , c  , c a r e
'  i = 0  ^ i » 0  1 0  1  k
t h e  v e r t i c e s  o f  K .  D e f i n e  f  t o  b e  t h e  m a p p i n g  f r o m  R t o  K
s u c h  t h a t  f ( x )  =  • S i n c e  i s  a  h o m e o m o r p h i s m  o f
N o n t o  K ,  f  s a t i s f i e s  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  t h e  t h e o r e m .
I n d e e d ,  t h e  m a p p i n g  o f  R i n t o  | k | i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n
f ( x )  =  7v ° ( x ) 0q -h 7 s ^ ( x ) c ^ - h  . .  . - f  7 \ ^ ( x ) c ^ .
D E F IN IT IO N  4 9 ; L e t  R b e  a  m e t r i c  s p a c e .  A s e q u e n c e
_  Q ^ o f  p o i n t s  o f  R i s  c a l l e d  a  C a u c h y  s e q u e n c e
i f  f o r  e v e r y  p o s i t i v e  n u m b e r  ^  ^  0  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e
i n t e g e r  N s u c h  t h a t  p ( a ^ , a ^ )  ^  €  w h e n e v e r  p ,  q  >  N .
D E F IN IT IO N  5 0 :  A s e q u e n c e  ^  a . 7 -  — -i c o n v e r g e s  t o
L  1  u , X ,  . . .
t h e  p o i n t  p  i f  f o r  e v e r y  5 ^ 0  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  
i n t e g e r  N( 6  ) s u c h  t h a t  i f  n > N ( ^ )  t h e n  .
L'EMMA 4 9 ; A C a u c h y  s e q u e n c e  c a n n o t  c o n v e r g e  t o  m o r e  t h a n  
o n e  p o i n t .
D E F IN IT IO N  5 1 ; I f  e v e r y  C a u c h y  s e q u e n c e  i n  R c o n v e r g e s  t o  a 
p o i n t  i n  R t h e n  R i s  c o m p l e t e . I f  s o m e  C a u c h y  s e q u e n c e  i n  R
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d o e s  n o t  c o n v e r g e  t o  a  p o i n t  i n  R t h e n  R i s  a n  i n c o m p l è t e  
s p a c e .
LEMMA 5 0
LEMMA 5 1  
LEMMA 52
A c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  i s  a  c o m p l e t e  s p a c e .
A E u c l i d e a n  s p a c e  i s  c o m p l e t e .
S u p p o s e  R =  Gq , G ^ ,  • • • >  . . .  i s  a  s e q u e n c e  o f
o p e n  s e t s  o f  a  c o m p l e t e  m e t r i c  s p a c e ,  e a c h  s e t  o f  t h e  s e ­
q u e n c e  b e i n g  e v e r y w h e r e  d e n s e  i n  R .  T h e n  t h e  i n t e r s e c t i o n  
o f  a l l  o f  t h e s e  o p e n  s e t s  i s  n o n v a c u o u s  a n d  i s  i t s e l f  
e v e r y w h e r e  d e n s e  i n  R .
P r o o f : ( T o  p r o v e  t h i s  l e m m a  vm s h a l l  l e t  S q b e  a n y
p o i n t  o f  Gq3= R a n d  we s h a l l  l e t  b e  a n y  p o s i t i v e
n u m b e r .  We s h a l l  s h o w  t h a t  t h e r e  i s  a  p o i n t  a  c o n t a i n e d  i n  
a l l  o f  t h e  s e t s  g ^ ,  i  —  0 ,  1 ,  . . .  s u c h  t h a t  ^ ( a Q , a )  <
S i n c e  t h e  p o i n t  a ^  i s  a n y  p o i n t  o f  t h e  s p a c e  a n d  a p o i n t  
a u c h  a s  a  c a n  b e  e x h i b i t e d  t o  b e  a n  e l e m e n t  o f  t h e  s e t  p  c
G. a n d  t o  b e  a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o ,  t h a t  i s ,
i  •= 0 ,  1 ,  . . .  ^
w i t h i n  €  d i s t a n c e  o f ,  t h a t  p o i n t  a ^  o f  R ,  t h e n  E  i s  a  s e t  
w h i c h  i s  e v e r y w h e r e  d e n s e  i n  R . )  S u p p o s e  t h a t  t h e  f i n i t e  
s e q u e n c e  o f  p o i n t s  S q ,  a ^ ,  . . . ,  o f  t h e  s p a c e  R a n d  t h a t  
a l s o  t h e  f i n i t e  s e q u e n c e  o f  n u m b e r s  ^ q ,  ^ 2.» h a v e
b e e n  c o n s t r u c t e d  t o  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  r e q u i r e m e n t s :
a) 0 <T < 1 ,  <  1 / i ;  1 =  1 ,  2 ..................
b) i = 1,
2 ,  . . . ,  n .
We s h a l l  e x t e n d  t h e  s e q u e n c e s  a n d
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S i n c e  G i s  d e n s e  i n  R t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o i n t  a
n - R  n + 1
w h i c h  b e l o n g s  t o  s i n c e  t h e  i n t e r s e c ­
t i o n  o f  t w o  o p e n  s e t s  i s  a g a i n  a n  o p e n  s e t  t h e n  H ( a ^ ,
G . _ i s  a n  o p e n  s e t .  Now i f  H ( a  , S  ) / i  G i s  a n  o p e n  s e t  
n + 1  n  n  n + 1
t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  ^  l / ( n - + - l )  s u c h
t h a t  H ( a  , G  ) C  H( a  , ^  ) / I  G . T h e r e f o r e  t h e  s e -
n + 1  n + 1  n  n  n + 1
q u e n c e s  a n d  ^ ^  a r e  i n f i n i t e  a n d  t h e y  s a t i s f y  t h e
c o n d i t i o n  b ) .  Now i f  p  < ’ q ,  t h e n  a  £  H ( a  , 6  ) .  T h e r e f o r e
^  H e n c e  g ,  i .  . . . .  m .  . . .  "  =
a  C a u c h y  s e q u e n c e ,  a n d  s i n c e  R i s  a c o m p l e t e  s p a c e  b y  h y ­
p o t h e s i s  we k n o w  b y  d e f i n i t i o n  o f  c o m p l e t e  t h a t  *^a^^ c o n v e r ­
g e s  t o  s o m e  p o i n t  a  Ç R .  O b v i o u s l y  t h e  s e q u e n c e  5 a . <,
^ ZL ' x  —  m I
a l s o  c o n v e r g e s  t o  t h e  s a m e  p o i n t  a .  And  f u r t h e r m o r em^dL y # *  #
t h i s  l a s t  s e q u e n c e  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  c l o s e d  s e t  H ( a  , ^  ) .
m '  m
T h e r e f o r e  a  £  H ( a  , 5  ) a n d  a  i s  a n  e l e m e n t  o f  e a c h  s e t  G
m* m m
f o r  m — 0 ,  1 ,  . . .  ,  M o r e o v e r ,  b e c a u s e  a  £  E ( a g , 6 “^ )  we k n o w
t h a t  0  ( a ^ , a ) ^  T h u s  we h a v e  f o u n d  a  p o i n t  a  w h i c h  i s
i n  e v e r y  s e t  G„ a n d  w h i c h  i s  a r b i t r a r i l y  c l o s e  t o  a n  a r b i -
t r a r i l y  c h o s e n  p o i n t  a  . T h u s  t h e  s e t  f _  \ G. i s
G i * l , 2 , . * . i
n o n v a c u o u s  a n d  i s  i n d e e d  d e n s e  i n  R .
LEMMA 5 3 : A c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  d e f i n e d  o n  a
c o m p a c t  s p a c e  a t t a i n s  i t s  m a x i m u m .
D E F IN IT IO N  5 2 : L e t  S b e  a  m e t r i c  s p a c e ,  R a  c o m p a c t  m e t r i c
s p a c e ,  a n d  $ ( R , S )  t h e  s e t  o f  a l l  c o n t i n u o u s  m a p p i n g s  o f  R 
i n t o  S .  I f  f  a n d  g  a r e  t w o  m a p p i n g s  o f  t h e n  p ^ ( x ) ,
g ( x ) J  i s  a  c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  d e f i n e d  o n  t h e
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c o m p a c t  s p a c e  R a n d  b y  Lemma 5 3  t h e r e f o r e  a t t a i n s  i t s  m a x ­
im u m .  T h i s  m a i i m u m ,  d e n o t e d  b y  p ( f , g ) ,  i s  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  t h e  t w o  e l e m e n t s  f  a n d  g  3 ^  t h e  s p a c e  o f  c o n t i n u o u s  
m a p p i n g s  ^ .
LEMMA 5 4 : T h e  f u n c t i o n  p ( f , g )  a s  d e f i n e d  a b o v e  s a t i s f i e s
a l l  o f  t h e  a x i o m s  o f  a  m e t r i c , a n d  ^  i s  t h e r e f o r e  a  m e t r i c  
s p a c e .  F u r t h e r m o r e ,  i f  S  i s  c o m p l e t e  t h e n  ^  i s  c o m p l e t e .
P r o o f ; We f i r s t  p r o v e  t h a t  ^  i s  a  m e t r i c  s p a c e .  
C l e a r l y ,  p ( f , g )  — 0 i f  a n d  o n l y  i f  f  =  g .  A l s o  p ( f , g )  =  
p ( g , f ) .  Now l e t  a  b e  a  p o i n t  o f  R f o r  w h i c h  p £ f ( x ) , h ( x ) J  
a t t a i n s  i t s  m a x im u m .  T h e n  p j T f  , h ) ^  — P  j j ' i  a )  , h ( a ) J  ^  
pl^(a) , g { a ) J - h  p j T g ( a )  , h ( a ) j  &  p[(f , g ^  p j T g , h ) ^  T h u s  t h e  
m e t r i c  a x i o m s  a r e  s a t i s f i e d  f o r  $  a n d  ^  i s  a  m e t r i c  s p a c e .  
We n e x t  s h o w  t h a t  i f  S  i s  c o m p l e t e  t h e n  ^  i s  a l s o  c o m p l e t e .  
I f  f g ;  f ^ ,  . . . ,  i s  a  C a u c h y  s e q u e n c e  o f  ^  t h e n  f o r  e v e r y  
p o s i t i v e  6" t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  N s u c h  t h a t  i f  
m, n  > N  t h e n  Ç>( f j ^ , f j ^ )  <  6* . H e n c e  p f f ^ ( x )  , f ^ ( x ) ^ < ^  6  
f o r  a n y  p o i n t  x  £  R .  T h e r e f o r e  f ^ ( x ) ,  f ^ ( x ) , . . .  i s  a  
C a u c h y  s e q u e n c e  i n  t h e  c o m p l e t e  s p a c e  S ,  a n d  t h e r e f o r e  c o n ­
v e r g e s  t o  a  p o i n t  o f  S w h i c h  we d e n o t e  b y  f ( x ) . T h u s  f o r  
m ^ N  we h a v e
( 2 3 )  p | f ^ ( x )  , f  (x)*J  ^  é  , f o r  a l l  x .
We now  s h o w  t h a t  f  i s  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  R i n t o  S .
S i n c e  f ^  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  a t  x ,  t h e r e  e x i s t s  a  p o s ­
i t i v e  n u m b e r  S  s u c h  t h a t  P j f  ( x )  , f  ( y ) J < ^  ^  f o r  P ( x , y ) <
\ m m V
0 »  B u t  s i n c e  r e l a t i o n  ( 2 3 )  h o l d s  f o r  t h e  p o i n t  y  a s  w e l l
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a s  f o r  X ,  we h a v e  ^ ^ ( x ) , f ( y ) ^ — P ^ ( x )  , f ^ ( x ) ^  *f-
p | f u ^ ( x )  , f ^ ( y Q  4"  f  3  6  .  T h e r e f o r e  f  i s  a
c o n t i n u o u s  m a p p i n g  a n d  f  E  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  r e l a t i o n
( 2 3 )  i m p l i e s  t h a t  P ( f  , f )  — ^  f o r  m ^ N ,  t h e  s e q u e n c e\( m
f ^  , f ^ ...................c o n v e r g e s  t o  f .
REMARK: I t  m a y  b e  n o t e d  t h a t  t h e  l a s t  p o i n t  p r o v e d  i s  a
g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  t h a t  a  u n i f o r m l y  c o n v e r g e n t  
s e q u e n c e  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  c o n v e r g e s  t o  a  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n .
LEMMA 5 5 : I f  f  i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  f r o m  a  c o m p a c t
m e t r i c  s p a c e  R t o  a  m e t r i c  s p a c e  S  t h ç n  t h e  c o m p l e t e  i n v e r s e  
i m a g e  o f  a  p o i n t  i n  S i s  a  c o m p a c t  s e t  i n  R .
LEMMA 5 6 : L e t  ^ ( R , S )  b e  t h e  m e t r i c  s p a c e  o f  a l l  c o n t i n u o u s
m a p p i n g s  o f  a  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  R i n t o  a n  a r b i t r a r y  
m e t r i c  s p a c e  S .  L e t  b e  t h e  s e t  o f  a l l  ^ - m a p p i n g s
b e l o n g i n g  t o  ^  .  I f  f  £  , t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e
n u m b e r  s u c h  t h a t  x ,  y  (  R a n d  ^  j[^f ( x )  , f  ( y ) " ^  ^  <5*^
i m p l y  t o g e t h e r  t h a t  ^ ( x , y )  ^  Û  ,
P r o o f : We s h a l l  p r o v e  t h e  c o n t r a p o s i t i v e  s t a t e m e n t .
I f  t h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  s u c h  a  n u m b e r  , t h e n  t h e r e  i s  a
s e q u e n c e  o f  p o s i t i v e  n u m b e r s  , . . . ,   w h i c h
c o n v e r g e s  t o  z e r o ,  a n d  a  p a i r  o f  p o i n t s  x ^ ,  y ^  f o r  e a c h  
p o s i t i v e  i n t e g e r  m s u c h  t h a t  a l t h o u g h  j ^ [ f  ( x ^ )  ^  5 * ^ ,
i t  i s  n e v e r t h e l e s s  t r u e  a l s o  t h a t  ^  ^  • Now s i n c e
R i s  a  c o m p a c t  s p a c e ,  a  c o n v e r g e n t  s u b s e q u e n c e  m ay  b e  c h o s e n  
f r o m  e a c h  o f  t h e  t w o  s e q u e n c e s  a n d  ^ y ^ ^ , s u c h  t h a t
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t h e s e  t w o  c o n v e r g e n t  s u b s e q u e n c e s  c o n v e r g e  t o  p o i n t s  x  a n d  y  
r e s p e c t i v e l y .  T h e n  we h a v e  t w o  p o i n t s  x  a n d  y  s u c h  t h a t  
( x )  , f ( y ) J  — 0  a n d  y e t  p ( x , y ) _ > ^ .  T h i s  s i t u a t i o n  i s  
i n  c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  f  w a s  a n  ^ - m a p ­
p i n g .
LEMMA 5 7 ; I f  ^ ( R , S )  i s  t h e  m e t r i c  s p a c e  o f  a l l  c o n t i n u o u s  
m a p p i n g s  o f  a  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  R i n t o  a n  a r b i t r a r y  
m e t r i c  s p a c e  S  a n d  i s  t h e  s e t  o f  a l l  6 " - m a p p i n g s  w h i c h
a l l  e l e m e n t s  i n  ^ { R , S ) ,  t h e n  i s  a n  o p e n  s e t  i n
P r o o f ; A s s u m e  t h a t  f  i s  a n  e l e m e n t  o f  . We s h a l l
s h o w  t h a t  i f  p ( f , g )  ^  ^ / s  t h e n  g  i s  a n  E - m a p p i n g .  T h i s  
w i l l  b e  s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  i s  a n  o p e n  s e t  i n  ^  .
Now s u p p o s e  t h a t  g  i s  a n  e l e m e n t  o f  ^  s u c h  t h a t  p ( f , g )  <  
< ^ / 2 .  I f  g ( x )  =  g ( y )  =  z  t h e n  ^ [ f ( x ) , f ( y ) J ^  p [ " f ( x ) ,  
g ( x ) ^ _ ^  p [ g ( y )  ( y ) ' 3  ^ ( S } z  -+< S/2  =  S .  S i n c e  f  £  3 ^  
t h e n  p ( x , y )  £  . Now s i n c e  t h e  c o m p l e t e  i n v e r s e  i m a g e  
g “* ^ ( z )  o f  t h e  p o i n t  z  6 g ( R )  i s  c o m p a c t  i n  R b y  Lemma 5 5 ,  
a n d  s i n c e  p  ( x , y )  E  f o r  a l l  x ,  y  £ g " ^ ( 2 ) ,  t h e n  t h e  d i ­
a m e t e r  o f  g ” ^ ( z )  m u s t  b e  l e s s  t h a n  S  . S o  g  £  a n d
i s  a n  o p e n  s e t  i n  ^ .
D E F IN IT IO N  5 3 :  T h e  d i a m e t e r  o f  a  b o u n d e d  s u b s e t  o f  a  m e t r i c
s p a c e  i s l . u . b ,  P ( x , y )  T V A a Vx , y  e  A
LEMMA 5 8 ; T h e  d i a m e t e r  o f  a  s i m p l e x  A o f  R ^  i s  e q u a l  t o  t h e  
m a x im u m  l e n g t h  o f  i t s  1 - f a c e s .
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F r o o f ; L e t  A iS ( a g ,  , . . . ,  a ^ )  b e  a n  r - s i m p l e x ,  a n d
l e t  X a n d  y  b e  a n y  t w o  p o i n t s  o f  A .  S u p p o s e  t h e  b a r y c e n t r i c
c o - o r d i n a t e s  o f  x  a r e  • • • ,  Now t h e  d i s t a n c e
b e t w e e n  x  a n d  y  i n  i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n  p ( x , y )  —
J ( x  -  y ) * ( x  -  y j j  I f  t h e  v e c t o r  x  i s  g i v e n  a n  i n c r e m e n t  
J  t h e n  p  ( x  +  ^  , y )  =  £ ( x  -  y ) « ( x  -  y )  4" 2 ( x  -  y ) * f  *+"
^  " ^ 2  ®.  Now i f  X i s  n o t  a  v e r t e x  o f  A ,  a t  l e a s t  t w o  o f  i t s
b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  We m ay  
a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  t h e s e  t w o  p o s i t i v e  
c o - o r d i n a t e s  a r e  a n d  • L e t  "V b e  a  p o s i t i v e  n u m b e r
s u c h  t h a t  “Ÿ  ^  ? \ ^ / 2  a n d  “V  <  A ^ / 2 .  L e t  ^  "  é ^ V ( a Q  -  )
a n d  é  — i l *  C l e a r l y  x  i s  a  p o i n t  o f  A .  I f  €  i s
c h o s e n  s o  t h a t  ( x  -  y ) * ^  ^  0  t h e n  f o r  a n y  v a l u e  o f  ^  a s  
r e s t r i c t e d  a b o v e  we h a v e  p ( x + - J ^  , y )  > p ( x , y ) .  T h e r e f o r e
i f  X i s  n o t  a  v e r t e x  o f  A t h e  f u n c t i o n  | 0 ( x , y )  c a n n o t  a t t a i n  
i t s  m ax im u m  v a l u e .  I t  d o e s ,  h o w e v e r ,  a t t a i n  i t s  m ax im u m
v a l u e  w h e n  x  a n d  y  a r e  d i f f e r e n t  v e r t i c e s  o f  t h e  1 - f a c e  o f  A
o f  g r e a t e s t  d i a m e t e r .
THEOREM A c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  R o f  d i m e n s i o n  r  c a n  b e
m a p p e d  h o m e o m o r p h i c a l l y  o n t o  som e  s u b s e t  o f  t h e  E u c l i d e a n  
2 r 4 ' l
s p a c e  R o f  d i m e n s i o n  2 r  “t  1 .
P r o o f  : L e t  ^  b e  t h e  s p a c e  o f  a l l  c o n t i n u o u s  m a p p i n g s
o f  t h e  s p a c e  R i n t o  t h e  E u c l i d e a n  s p a c e  L e t  b e
t h e  s e t  o f  a l l  é  - m a p p i n g s  w h i c h  b e l o n g  t o  t h e  s e t  $  • C e r ­
t a i n l y  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  h o l d s :  ^  ^ ^ i / 2  ^
e a c h
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e l e m e n t  h  E i s  a n  Ç - m a p p i n g  f o r  e v e r y  6 " ^  o, t h e n  h  i s
a  o n e - t o - o n e  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  t h e  s p a c e  E  o n t o  t h e  s u b -
2 r + ls e t  h ( R )  o f  R  • And  s i n c e  R i s  c o m p a c t ,  t h e n  h  i s  a  
h o m e o m o r p h i s m  b y  Lemma 3 0  s i n c e  R ^ ^ ^  i s  H a u s d o r f f  a n d  s i n c e  
a  s u b s e t  h ( R )  o f  a  H a u s d o r f f  s p a c e  i s  H a u s d o r f f .  I t  i s  
t h e r e f o r e  s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  i s  n o n v a c u o u s .  To s h o w  
t h i s  we n e e d  o n l y  p r o v e  f o r  a n y  ^ ^  0  t h a t  i s  e v e r y ­
w h e r e  d e n s e  i n  ^ . To s h o w  t h a t  i s  d e n s e  i n  ^  we s h a l l
s h o w  t h a t  i f  g  6  ^  , a n d  i f  ^  a n d  p  a r e  a n y  t w o  p o s i t i v e
6  2r*+*l- m a p p i n g  f  o f  R i n t o  R
s u c h  t h a t  ^ g , f ) ^  . Now s i n c e  g  i s  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g
f r o m  t h e  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  R i n t o  t h e  E u c l i d e a n  m e t r i c  
2 1* H"!s p a c e  R c l e a r l y  g  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s  b e c a u s e  a  
c o n t i n u o u s  m a p p i n g  f r o m  a  c o m p a c t  m e t r i c  s p a c e  t o  a  m e t r i c  
s p a c e  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s .  S i n c e  g  i s  u n i f o r m l y  c o n t i n ­
u o u s  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  s u c h  t h a t
p ( z , y )  < S  i m p l i e s  t h a t  p f g ( x ) , g ( y ) J  ^  7 / 6 .  Now l e t  
^  -  0 1  b e  a n  o p e n  S  - c o v e r i n g  o f  R w h o s e
o r d e r  d o e s  n o t  e x c e e d  r  -4* 1 .  T h i s  i s  p o s s i b l e  s i n c e  b y  t h e  
c o r o l l a r y  t o  Lemma 4 7  i f  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c o m p a c t  s p a c e  
R i s  e q u a l  t o  r  t h a n  f o r  a n y  p o s i t i v e  6  t h e r e  e x i s t s  a n  
o p e n  é  - c o v e r i n g  o f  R w h o s e  o r d e r  d o e s  n o t  e x c e e d  r  1 .
Now s i n c e  ^  , t h e n  2 1  i s  a l s o  a n  ^ - c o v e r i n g .  And
s i n c e  t h e  d i a m e t e r  o f  e a c h  s e t  i s  l e s s  t h a n  S , t h e  
d i a m e t e r  o f  e a c h  s e t  g ( G ^ )  =  i s  l e s s  t h a n  J ^ / 6 .  Now 
c h o o s e  p o i n t s  c ^ ,  i s r  0 ,  1 ,  . . . ,  k ,  o f  s o  t h a t  t h e
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d i s t a n c e  o f  f r o m  i s  l e s s  t h a n  a n d  s u c h  t h a t  c ^ ,
c , • • • ,  0 a r e  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n .  T h i s  i s  p o s s i b l e  b y  
1  &
T h e o r e m  3 a n d  s i n c e  t h e  s e t s  F ^  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  
t h e  n o n v a c u o u s  s e t s  a n d  a r e  t h e r e f o r e  n o n v a c u o u s  t h e m ­
s e l v e s .  L e t  t h e  p o i n t s  c _ , c , , . . . ,  c  b e  t h e  v e r t i c e s  o f
0  1 ’ ’ k
t h e  g e o m e t r i c  n e r v e  K  o f  t h e  c o v e r i n g  2  , a n d  a s s o c i a t e  w i t h  
e a c h  v e r t e x  c ^  t h e  e l e m e n t  o f  t h e  c o v e r i n g  ^ . I t  w i l l  
b e  s h o w n  t h a t  t h e  m a p p i n g  f  o f  t h e  s p a c e  R i n t o  t h e  n e r v e  K ,  
c o n s t r u c t e d  i n  T h e o r e m  5 s a t i s f i e s  t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  t h e  
p r e s e n t  t h e o r e m .  Now s i n c e  ^  i s  a n  o p e n  ^  - c o v e r i n g  t h e n  
b y  T h e o r e m  5 f  i s  a n  é" - m a p p i n g .  I t  s u f f i c e s  t o  s h o w  t h a t  
p  ( g , f  ) <' ' p  . To t h i s  e n d  we n o t e  f i r s t  t h a t  s i n c e  t h e  
d i a m e t e r  o f  a  s i m p l e x  i s  e q u a l  t o  t h e  l e n g t h  o f  i t s  l o n g e s t  
1 - f a c e  b y  Lemma 5 8 ,  i t  w i l l  s u f f i c e  t o  e s t i m a t e  t h e  d i a m e ­
t e r s  o f  t h e  1 - s i m p l e x e s  o f  K  i n  o r d e r  t o  e s t i m a t e  t h e  
d i a m e t e r s  o f  t h e  s i m p l e x e s  o f  t h e  c o m p l e x  K ,  I f  ( c ^ ,  c ^ )  i s
a n y  1 - s i m p l e x  o f  K ,  t h e n  t h e  s e t s  G a n d  G h a v e  a  common
m n
p o i n t  a n d  t h e r e f o r e  t h e  s e t s  F  a n d  F  h a v e  a  n o n e m p t y  i n -
m n
t e r s e c t i o n .  S i n c e  t h e  d i a m e t e r  o f  e a c h  o f  t h e  s e t s  F  a n d
m
F ^  i s  l e s s  t h a n  ^ / 6  a n d  s i n c e  a l s o  t h e  d i s t a n c e s  f r o m  t h e
p o i n t s  c  a n d  c t o  t h e  s e t s  F  a n d  F  , r e s p e c t i v e l y ,  a r e  
m n  m n
a l s o  l e s s  t h a n  ^ / 6 ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  ^  3 .
T h e r e f o r e  t h e  d i a m e t e r  o f  e v e r y  s i m p l e x  o f  K i s  l e s s  t h a n  
2 ' J ' / 3 .  F i n a l l y ,  l e t  x  b e  a n y  p o i n t  o f  R ,  T h e r e  e x i s t s  a n
o p e n  s e t  G o f  t h e  s y s t e m  ^  w h i c h  c o n t a i n s  x .  S i n c e  g ( x )  6
^  r -  -1
a n d  ? / 6 ,  c l e a r l y  / 9 [ g ( x ) , c ^ J  B u t
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t h e  p o i n t  f ( x )  Ê A* o f  K a n d  i s  a  v e r t e x  o f  t h e  s i m p l e x  
A * .  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  t h e  d i a m e t e r  o f  A* i s  l e s s  t h a n  
E ' ^ / 3 ,  c l e a r l y  ç  , f  ( x Q  E ' ^ / 3 .  T h e r e f o r e  b y  t h e  t r i ­
a n g l e  i n e q u a l i t y  we h a v e  p ^ ( x ) , f ( x ) ^ ^  ^  .  S i n c e  x  i s  a n  
a r b i t r a r y  p o i n t  o f  R t h e n  ^ ( g , f ) <  ^  .
D E F IN IT IO N  5 4 : An a r b i t r a r y  o r d e r i n g  o f  t h e  s e t  o f  a l l  v e r ­
t i c e s  o f  a  s i m p l e x  i s  a  v e r t e x  o r d e r i n g  o f  t h e  s i m p l e x .  T h e  
s i m p l e x  A^ =  ( a ^ ,  a ^ ,  . . . ,  a ^ )  i s  s a i d  t o  r e c e i v e  a n  o r i e n ­
t a t i o n  o r  t o  b e  o r i e n t e d  i f  e a c h  o f  t h e  v e r t e x  o r d e r i n g s  i s  
a s s i g n e d  t h e  s i g n  4"  o r  -  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  o r d e r i n g s  d i f ­
f e r i n g  b y  a n  o d d  p e r m u t a t i o n  r e c e i v e  o p p o s i t e  s i g n s .  A s i m ­
p l e x  c l e a r l y  h a s  t w o  o r i e n t a t i o n s .  We m a y  e x p r e s s  t h i s  i d e a  
b y  w r i t i n g  ^  ( a ^ , a ^ ,  . . . »  a ^ )  w h e r e  6  - • f ' l  i f  a  p o s ­
i t i v e  o r i e n t a t i o n  i s  m e a n t  a n d  w h e r e  6  -  - 1  i f  a  n e g a t i v e
p T*
o r i e n t a t i o n  i s  m e a n t .  I f  A i s  a n  o r i e n t e d  s i m p l e x  t h e n  -A  
w i l l  d e n o t e  t h e  o p p o s i t e l y  o r i e n t e d  s i m p l e x .  A l t h o u g h  a
0 - s i m p l e x  ( a ^ )  =  m a y  h a v e  o n l y  o n e  v e r t e x  o r d e r i n g  i t  i s  
a s s i g n e d  t w o  o p p o s i t e  o r i e n t a t i o n s  4 - ( a ^ )  a n d  - ( a ^ )  f o r  t h e  
s a k e  o f  c o n s i s t e n c y  i n  n o t a t i o n .
D E F IN IT IO N  5 5 :  I f  A^ =  ( a  . a . . . . . .  a  ) i s  a n  r - s i m p l e x-----------------------— ' 0 X r
a n y  o n e  o f  i t s  ( r  -  1 ) - f a c e s  m a y  b e  o b t a i n e d  b y  t h e  d e l e t i o n  
o f  so m e  o n e  v e r t e x  f r o m  t h e  s e q u e n c e  / a . ( .  — « tu  U  1  U  ̂ # # # ) X
T h e  f a c e  o b t a i n e d  b y  d e l e t i o n  o f  t h e  v e r t e x  a ^  i s  t h e  f a c e  
o p p o s i t e  t h e  v e r t e x  .  V / i t h  t h e  o r i e n t a t i o n  -f* A^ = é* ( a Q ,
. . . ,  a ^ )  o f  t h e  s i m p l e x  A we a s s o c i a t e  t h e  o r i e n t a t i o na
( - 1 ) ^ 6  ( a ^ ................ . .  , a ^ )  o f  t h e  ( r  -  l ) - f a c e
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o f  A o p p o s i t e  t h e  v e r t e x  a . , w h e r e  t h e  n o t a t i o n  a .  d e n o t e s
1* i
t h e  d e l e t i o n  o f  t h e  e l e m e n t  a ^  f r o m  t h e  s e q u e n c e  u n d e r  c o n ­
s i d e r a t i o n .
LEMMA 5 9 ; T h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  o r i e n t a t i o n s  o f  A^
T* —1
a n d  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  v e r t e x  o r d e r i n g  a ^ ,  a ^ ,
a ^ .  T h a t  i s ,  i f  s f  ^  i s  a f a c e  o f  A^ t h e n  i s  t h e
c o r r e s p o n d i n g  f a c e  o f  - A ^  a n d  c o n v e r s e l y .
D E F IN IT IO N  5 6 : Two s i m p l e x e s  A^ a n d  B ^ ” ^  a r e  s a i d  t o  b e  o o -
h e r e n t l y  o r i e n t e d  i f  t h e  v e r t i c e s  o f  B a r e  a  s u b s e t  o f  
t h e  v e r t i c e s  o f  A^ a n d  i f  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  B ^ “ ^  i s  t h e  
s a m e  a s  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  ( r  -  1 ) - f a c e  o f  A^ w i t h  t h e  
s a m e  v e r t i c e s  a s  B ^ ” ^ .
D E F IN IT IO N  L e t  A ^ ,  A g ,  b e  t h e  s e t  o f  a l l
a r b i t r a r i l y  o r i e n t e d  r - s i m p l e x e s  o f  a  c o m p l e x  K  a n d  l e t  G b e  
a n  a r b i t r a r y  a d d i t i v e  a b e l i a n  g r o u p .  T h e  l i n e a r  f o r m  x  — 
g l A ^ 4 -  ggAg 4- . . . - f  6 o ( ( r ) ^ ^ ( r )  t h e  s i m p l e x e s  A ^ ,  A g ,
• • • I  ^ ^ t h  c o e f f i c i e n t s  g ^ ,  g g , g ^ ^ ^ ^  i n  G, i s
a n  r - d i m e n s i o n a l  c h a i n  ( o r  m e r e l y :  r - c h a i n )  o f  t h e  c o m p l e x  K  
o v e r  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p  G. I f  * A ^ ,  * A g ...................* - ^ ^ ( r )
t h e  r - s i m p l e x e s  o f  K a n d  i f  x  =  g  *A^ +  g  *A^ f  . . .  +*
1 1  2 2
^ o f '  ( r ) r ) * Gind i f  c e r t a i n  p o s s i b l y  d i f f e r e n t  o r i e n t a ­
t i o n s  o f  t h e  s i m p l e x e s  b e  t a k e n  s u c h  t h a t  *A^ — ^ ^ A ^ ,  t h e n
t h e  c h a i n  x  m a y  a l s o  b e  w r i t t e n  x  =  g_ A^ .
I l l  2 2 2
+  ^ o / ( r ) ®  o f ' ( r ) ^ ^ ( r )  * t h i s  c o n v e n t i o n  t h e  c h a i n s  a r e
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e  o f  o r i e n t a t i o n .  A d d i t i o n  o f  
c h a i n s  m a y  b e  d e f i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r  i f  x
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r  p ( ( r )  _
g  A. a n d  y  " =  >  h .  A t  a r e  t w o  r - c h a i n s  o f  K o v e r
’i - i  —  "
0 < ( r )
G, l e t  X •+■ y  =  >  ( g ^ 4 " h ^ ) A f .  T h e  s e t  o f  a l l  r - c h a i n s
5 r
o f  K  o v e r  G i s  d e n o t e d  b y  L ^ ( K , G )  o r  b y  w h e n  t h i s  n o t a ­
t i o n  d o e s  n o t  l e a d  t o  m i s u n d e r s t a n d i n g .
LEMMA 6 0 ; i s  a n  a d d i t i v e  a b e l i a n  g r o u p .
REMARK: T h e  g r o u p  G u s e d  a s  t h e  c o e f f i c i e n t  s e t  i n  t h e  f o r ­
m a t i o n  o f  r - c h a i n s  o f  a  c o m p l e x  i s  u s u a l l y  t a k e n  t o  b e  t h e  
g r o u p  Gq o f  i n t e g e r s  o r  t h e  g r o u p  G^ o f  r e s i d u e s  m o d u l o  m .  
F o r  b r e v i t y  t h e  g r o u p  L ^ ( K , G ^ )  i s  w r i t t e n  f o r  m ^ O ,  1 ,
. . .  . T h e  g r o u p s  G a n d  G a r e  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l .  I f  t h e
0 2
c o e f f i c i e n t  g r o u p  i s  G^ t h e n  g  £  - g  f o r  a l l  e l e m e n t s  g  <£ G g , 
a n d  t h e r e  i s  n o  n e e d  o f  d i s t i n g u i s h i n g  b e t w e e n  t h e  s i m p l e x  
A^ a n d  - A ^ ,  i  =  l ,  2 ,  . . . ,  0 ^ ( r ) ,  i n  t h e  c h a i n  x  —  gj^A^ +  
g g A f  +  . . .
D E F IN IT IO N  5 8 : I f  A ^  i s  a n  o r i e n t e d  r - s i m p l e x  o f  a  c o m p l e x
K i t  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  c h a i n  o f  K o v e r  G ^ .  T h e  b o u n d a r y
o f  t h e  o r i e n t e d  s i m p l e x  A^ i s  d e f i n e d  a s  t h e  ( r *- 1 ) - c h a i n
o f  K o v e r  G^ g i v e n  b y  t h e  r e l a t i o n  A ^ )  — ^  A^ =  ^  "f"
w h e r e  1 B f " ^ . ^ ’ i s  t h e  s e t
1  ' r  d i j i  =  0 ,  1 ,  . . . , r
o f  a l l  ( r  -  1 ) - f a c e s  o f  A^ o r i e n t e d  c o h e r e n t l y ; w i t h  r e s p e c t  
t o  A T .  I f  r  =  0  we s e t  ^ A ^  =  0 .
LEMMA 6 1 ;  A ( - A ^ ) -  -  A aF .
D E F IN IT IO N  5 9 : T h e  b o u n d a r y  o f  a n  r - c h a i n  x  o f  K o v e r  G i s
a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  i d e a  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  a n  o r i e n t e d
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^ ( r )
1 * 1
LEMMA 6 2 ; ^  ( - x )  =  -  a n d  A ( z  4 -  y )  -  ^  x  4  ^  y ;  t h a t  i s ,
^  i s  a  h o m o m o r p h i s m  o n  t h e  g r o u p  o f  c h a i n s ,
LEMMA 6 5 : A A x » 0 .
P r o o f : I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  t h a t  A ^ a ^ “  0 f o r
>r—2
-Q,  p  " p q
b e  t h e  o r i e n t e d  s i m p l e x e s  o b t a i n e d  f r o m  A^ b y  o m i t t i n g ,
a n y  A ^ .  L e t  A^ ^  4  ( a ^ , a ^ ,  . . . ,  a  ) a n d  l e t  C ^ “"^ a n d  G
r e s p e c t i v e l y ,  t h e  v e r t e x  a  a n d  t h e  t w o  v e r t i c e s  a  a n d  a  ,
r - 1  ^  Vs. P
p  <  q .  T h a t  i s ,  l e t  C ^ "  =  4 ( a ^ ,  a ^ ,  . . . ,  a  , a ^ )
a n d  G ^ I ^  =:  4  ( a  , a .  , . . . ,  ^  , . . .  , . . . ,  a  ) .  T h e npq 0 I  P q r
i -^ A^ = (-l)̂ Cf""̂ . Also Acf“  ̂ (-1)̂ *Ĉ 7̂  4"
i - 0  ^  1 jsrO «3̂
I I I  ( - 1 ) ^ " V T ^ .  T h e r e f o r e  A ^ A ^  = ( - l ) ^ ' ^ ' ^ C . .  4"
0 = 1 4 1  j < i
H  =  0 .
i < j  ^ J
D E F I N I TION 6 0 : An r - c h a i n  x  i s  a  c y c l e  i f  i t s  b o u n d a r y  i s  
e q u a l  t o  z e r o .  T h e  s e t  o f  a l l  r - c y c l e s  o f  K o v e r  G i s  d e ­
n o t e d  b y  Z ^ ( K , G ) ,  o r  m e r e l y  b y  Z ^ .  We l e t  d e n o t e  
Z ^ ( K , G ^ ) .
LEMMA 6 4 : E v e r y  b o u n d a r y  i s  a  c y c l e .
LEMMA 6 5 : Z^ i s  a  s u b g r o u p  o f  L ^ .
P r o o f : T h i s  f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  A  i s  a  g r o u p
h o m o m o r p h i s m  o f  w h i c h  i F  i s  t h e  k e r n e l .
0 0
COROLLARY: I f  r  =  0  t h e n  2 = 1 .
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P r o o f :  ^  i s  t h e  z e r o  n a p  o n  L ^ .
D E F IN IT IO N  61  : An r - c y c l e  z  o f  a n  n - o o n . p l e x  K i s  h o m o l o g o u s
t o  z e r o  i f  i t  i s  t h e  b o u n d a r y  o f  a n  ( r  4- 1 ) - c h a i n  o f  K ,  r  =
0 ,  1 ,  • . . ,  ( n  -  1 ) .  An n - c y c l e  z  o f  t h e  n - c o m p l e x  K i s
h o m o l o g o u s  t o  z e r o  o n l y  i f  i t  i s  e q u a l  t o  z e r o .  VVe e x p r e s s
t h e  f a c t  t h a t  z  i s  h o m o l o g o u s  t o  z e r o  s y m b o l i c a l l y  b y  z A ^ O ,
We d é n o t é  t h e  s e t  o f  a l l  r - c y c l e s  o f  K  o v e r  G w h i c h  a r e
h o m o l o g o u s  t o  z e r o  b y  H ^ ( K , G )  o r  b y  I n  p a r t i c u l a r ,  we
l e t  d e n o t e  H ^ ( K , G ) .  Two r - c y c l e s  z ,  a n d  z „  a r e  h o m o l o -
m m 1 2  -------------
g o u s  a n d  we w r i t e  z ^ A J  z ^  i n  c a s e  t h e i r  d i f f e r e n c e  i s  h o m o ­
l o g o u s  t o  z e r o .  T h a t  i s ,  i f  z  -  z  f\J 0 .
LEMMA 6 6 : i s  a  s u b g r o u p  o f  t h e  g r o u p  Z ^ .
P r o o f : T h i s  l e m m a  f o l l o w s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  f a c t  t h a t
^  i s  a  h o m o m o r p h i s m  a n d  t h a t  i s  t h e  i m a g e  o f  u n d e r
A.
D E F IN IT IO N  6 2 : S i n c e  i s  a  s u b g r o u p  o f  t h e  f a c t o r
g r o u p  =  2 ^ / H ^  =  B ^ ( K ,  G) e x i s t s .  We c a l l  B ^  t h e  r - d i m e n ­
s i o n a l  B e t t i  g r o u p  o r  t h e  r - d i m e n s i o n a l  h o m o l o g y  g r o u p  o f
t h e  c o m p l e x  K o v e r  G. We d e n o t e  B ^ ( K , G ) b y  B ^ .  We n o t e
m -01
t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  B e t t i  g r o u p  a r e  c l a s s e s  o r  c o s e t s  
o f  h o m o l o g o u s . c y c l e s . ,
REMARK: I f  K i s  a n  n - c o m p l e x  a n d  A i s  t h e  b o u n d a r y  o p e r a ­
t o r  i n  K ,  t h e n  A  i s  a  h o m o m o r p h i s m  o f  t h e  g r o u p  i n t o  t h e  
g r o u p  L ^ “ ^ ,  r  =  1 ,  2 ,  . . . ,  n .  T h e  s u b g r o u p  Z^  i s  t h e r e f o r e
t h e  k e r n e l  o f  t h e  h o m o m o r p h i s m  A  i n  t h e  g r o u p  a n d  t h e
s u b g r o u p  ^  i s  t h e  i m a g e  o f  L ^  u n d e r  A,  T h e
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g r o u p s  L ^ / z ^  a n d  a r e  t h e r e f o r e  i s o m o r p h i c .
LEMMA 6 7 ; I f  y * , z*  a r e  e l e m e n t s  o f  t h e  B e t t i  g r o u p
o f  a  c o m p l e x  K a n d  i f  x ,  y ,  z  a r e  c y c l e s  o f  K i n  t h e  c o r r e ­
s p o n d i n g  h o m o l o g y  c l a s s e s  x * , y * , z * , t h e n  t h e  r e l a t i o n s  
X* -f- y *  5sr z*  a n d  x  -h y A J  z  a r e  e q u i v a l e n t .
D E F I N I T I O N  6 5 : A s u b c o m p l e x  o f  a  c o m p l e x  K i s  a n y  c o m p l e x
a l l  o f  w h o s e  s i m p l e x e s  a r e  c o n t a i n e d  i n  K .  T h e  s e t  o f  a l l  
s i m p l e x e s  o f  a  c o m p l e x  K ,  w h o s e  d i m e n s i o n  d o e s  n o t  e x c e e d  r ,  
i s  c a l l e d  t h e  r - d i m e n s i o n a l  s k e l e t o n  ( o r  m e r e l y :  r - s k e l e -
t o n ) o f  t h e  c o m p l e x  K .
LEMMA 6 8 : T h e  r - s k e l e t o n  o f  K i s  a  s u b c o m p l e x  o f  K .
D E F IN IT IO N  6 4 : A c o m p l e x  K  i s  c o n n e c t e d  i n  c a s e  i t  c a n n o t
b e  r e p r e s e n t e d  a s  t h e  u n i o n  o f  t w o  n o n e m p t y  s u b c o m p l e x e s  L
^ d  M w i t h o u t  common s i m p l e x e s .
I
LEMMA 6 9 : A c o m p l e x  i s  c o n n e c t e d  i f  a n d  o n l y  i f  g i v e n  a n y
t w o  o f  i t s i ^  v e r t i c e s  a  a n d  e ,  t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  o f  v e r ­
t i c e s  ? a . C .  _  s u c h  t h a t  a ,  sr a  a n d  a  =  e  a n d
l , ^ , . . . , q  X q
s u c h  t h a t  a ^ ,  ^ i + i *  ^  * 2 ,  . . . »  ( q -  1 )  a r e  t h e  v e r t i c e s
o f  a  1 - s i m p l e x  o f  K .
P r o o f : S u p p o s e  t h a t  t h e  c o m p l e x  K i s  n o t  c o n n e c t e d .
T h e n  K i s  t h e  u n i o n  o f  t w o  d i s j o i n t  n o n v a c u o u s  s u b c o m p l e x e s  
L  a n d  M. L e t  a  b e  a  v e r t e x  o f  L a n d  e  b e  a  v e r t e x  o f  M, a n d  
a s s u m e  t h a t  a  s e q u e n c e  a s  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  l e m m a  
e x i s t s  f o r  t h e s e  v e r t i c e s .  Now i f  a ^  i s  t h e  l a s t  v e r t e x  o f  
t h e  s e q u e n c e  w h i c h  i s  c o n t a i n e d  i n  L ,  t h S n  t h e  s i m p l e x  
( a ^ ,  ^ i - t i ^  w h i c h  e x i s t s  a c c o r d i n g  t o  t h e  c o n d i t i o n  a b o v e
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c a n n o t  l i e  i n  L  n o r  i n  M. T h e r e f o r e  i f  K  i s  n o t  c o n n e c t e d  
t h e  s e q u e n c e  i s  l a c k i n g  f o r  a t  l e a s t  o n e  p a i r  o f  v e r t i c e s  o f  
K .  T h e r e f o r e  i f  t h e  s e q u e n c e  e x i s t s  t h e n  t h e  c o m p l e x  i s  
c o n n e c t e d .  C o n v e r s e l y ,  l e t  u s  s h o w  t h a t  i f  t h e  c o m p l e x  i s  
c o n n e c t e d  t h e n  s u c h  a  s e q u e n c e  e x i s t s .  We a s s u m e  t h a t  t h e  
c o m p l e x  K i s  c o n n e c t e d .  L e t  a  b e  a n  a r b i t r a r y  f i x e d  v e r t e x  
o f  K a n d  ' d e n o t e  b y  E  t h e  s e t  o f  a l l  v e r t i c e s  o f  K w h i c h  c a n  
b e  j o i n e d  t o  a  b y  a  s e q u e n c e  a s  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  
l e m m a .  C l e a r l y ,  i f  a  s i m p l e x  A h a s  a t  l e a s t  o n e  v e r t e x  i n  E 
t h e n  a l l  i t s  v e r t i c e s  a r e  i n  E .  H e n c e  t h e  s e t  o f  a l l  s i m ­
p l e x e s  o f  K w i t h  v e r t i c e s  i n  E  f o r m s  a  s u b c o m p l e x  L o f  K .
T h e  s e t  o f  a l l  s i m p l e x e s  o f  K w h i c h  a r e  n o t  i n  L a l s o  f o r m s  
a  s u b c o m p l e x  M o f  K .  B u t  M i s  v a c u o u s  b e c a u s e  K i s  c o n n e c t ­
e d .  T h e r e f o r e  E  c o n t a i n s  a l l  t h e  v e r t i c e s  o f  K ,  a n d  t h e  
v e r t e x  a  m ay  b e  j o i n e d  t o  a n  a r b i t r a r y  v e r t e x  e  b y  a  s e ­
q u e n c e  a s  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  l e m m a .  H e n c e  a n y  p a i r  o f
v e r t i c e s  o f  K m a y  b e  j o i n e d  b y  a  s e q u e n c e  o f  v e r t i c e s  a s  
r e q u i r e d .
D E F IN IT IO N  6 5 ; A n y  c o n n e c t e d  s u b c o m p l e x  L o f  t h e  c o m p l e x  K ,  
s u c h  t h a t  K i s  t h e  u n i o n  o f  t w o  d i s j o i n t  c o m p l e x e s  L a n d  M, 
i s  a  c o m p o n e n t  o f  K .
LEMMA 7 0 :  I f  r . . i s  t h e  s e t  o f  a l l  c o m p o -
------------------------------ C i ) i = l , 2 , . . . , p
n e n t s  o f  K ,  t h e n  K ^ r \  K . =  0 ,  i  j  , a n d  K =  L v  K .  .
j  i » l  ^
P r o o f : a )  F i r s t  we p r o v e  t h a t  K — 0 ,  i  ^  j .
A s s u m e  K ^ / ^ K . = j ^  0 ,  T h e n ,  s i n c e  i s  a  c o m p o n e n t ,  K i s  t h e
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u n i o n  o f  t w o  d i s j o i n t  s u b c o m p l e x e s  L  a n d  M. I f  we d e ­
n o t e  b y  K*. a n d  K . / O  M b y  K*î i t  i s  c l e a r  t h a t  K* a n d
K'î a r e  d i s j o i n t  s u b c o m p l e x e s  o f  t h e  c o m p l e x  K .  a n d  t h a t
Ü eJ
K \  W  “  E . .  Now s i n c e  K .  i s  c o n n e c t e d , o n e  o f  t h e  s u b c o m -  
J J J J '
p l e x e s  K l  o r  m u s t  b e  v a c u o u s .  S p e c i f i c a l l y ,  E ” =  0  
J J j
b e c a u s e  E ’. a: E .  ^  E .  w h i c h  i s  n o n e m p t y  b y  h y p o t h e s i s .
J ^ J
T h e r e f o r e  E . ^  E .  .  S i m i l a r l y  i t  m ay  b e  p r o v e d  t h a t  E .  C E . .
J f  i  0
T h u s  s r  a n d  h e n c e  i  j .
b )  S e c o n d l y  we p r o v e  t h a t  E  *  K .  b y  s h o w -
i « l  ^
i n g  t h a t  a n y  a r b i t r a r y  s i m p l e x  A o f  E  i s  c o n t a i n e d  i n  o n e  o f  
t h e  c o m p o n e n t s .  Now i f  K i s  c o n n e c t e d  t h e n  t h e r e  i s  e x a c t l y
o n e  c o m p o n e n t  E =  E ^  a n d  t h e  e q u a l i t y  h o l d s .  I f  E  i s  n o t
c o n n e c t e d ,  t h e n  E  =  L W  M, w h e r e  L a n d  U a r e  d i s j o i n t  s u b -
c o m p l e x e s  o f  E  a n d  w h e r e  o n e  o f  t h e m ,  s a y  L ,  c o n t a i n s  A .  I f
L  i s  c o n n e c t e d ,  t h e n  L i s  a  c o m p o n e n t  o f  E ,  a n d  t h e  s i m p l e x  
A i s  c o n t a i n e d  i n  o n e  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  E .  I f  L i s  n o t  
c o n n e c t e d  t h e n  L  m a y  b e  d e c o m p o s e d  i n  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  w a s  
E .  T h i s  d e c o m p o s i t i o n  m a y  b e  e x t e n d e d  u n t i l  a  c o m p o n e n t  
c o n t a i n i n g  A i s  f o u n d .
THEOREM 7 :  I f  E_ . E  . . . . .  E  i s  t h e  s e t  o f  a l l  c o m p o n e n t s
  1 2 ’ * p
o f  a  c o m p l e x  E ,  a n d  i f  B ^ ,  B?  a r e  t h e  B e t t i  g r o u p s  o f  t h e
c o m p l e x e s  E  a n d  E ^ , r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  B^  i s  i s o m o r p h i c  t o  
t h e  d i r e c t  sum  B ?  4 -  b J  -h  . . .  - h  B ^ .
J- & p
P r o o f ; L e t  b e  t h e  g r o u p  o f  a l l  r - c h a i n s  o f  t h e  c o m -  
T  V
p l e x  E  a n d  l e t  b e  t h e  s u b g r o u p  o f  L c o n s i s t i n g  o f  a l l
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c h a i n s  o f  L  i n  w h i c h  t h e  o n l y  s i m p l e x e s  a p p e a r i n g  w i t h  
n o n v a n i s h i n g  c o e f f i c i e n t s  a r e  s i m p l e x e s  o f  t h e  c o m p l e x  
C l e a r l y
( 2 4 )  -h . . .  4 -
1 2  p
a n d  i s  t h e  g r o u p  o f  a l l  r - c h a i n s  o f  t h e  c o m p l e x  K . . 
F u r t h e r ,  i f  we s e t  =  A  t h e n
( 2 5 )
I t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t
( 2 6 )  s s  - f -  4 -  . . .  4 -1 X 1Û p
Now i f  X £  a n d  A x  i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e n  b y  ( 2 4 )  we
h a v e  x * * x _ - H x _ - h , . . H " x  , x .  £  L ^ ,  a n d  t h e r e f o r e  
1  2 p  3L i
( 2 7 )  A  z  = A x - f A x  4 -  . . .  - f  A  X ,
1  2 P
W h e r e  A  x .  £  . T h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  d e c o m p o s i t i o n  o f
X i
A x  f o l l o w s  f r o m  r e l a t i o n s  ( 2 4 )  a n d  ( 2 5 ) .  Now l e t  z f  b e  t h e
k e r n e l  o f  t h e  h o m o m o r p h i s m  A  i n  t h e  g r o u p  L . . T h a t  i s ,  l e t
T* TZ^ c o n s i s t  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  w h i c h  map t o  z e r o  u n d e r  t h e
h o m o m o r p h i s m  A  • T h a t  i s ,  z f  i s  t h e  s e t  o f  a l l  r - c y c l e s  o f
i f .  We s h a l l  s h o w  t h a t
( 2 8 )  “  Z •+ Z„ -f" • • • "f" 2  .
X p
Now i f  z  £  Z ^ ,  t h e n  t h e  r e l a t i o n  z  »  x  *+■ x  -t" . . .  4-  x
1 2  p
w h e r e  x .  £  i f ,  h o l d s  b e c a u s e  o f  ( 2 4 ) .  T h e r e f o r e  A x  -f- 
X i  X
A x  + . . . • + ■  A x  *  A  z * 0 .  No w b y  ( 2 5 )  a n d  ( 2 6 )  we s e e
r
t h a t  A x .  5  0 ,  a n d  t h u s  t h a t  x  £  Z .  . T h e  u n i q u e n e s s  o f  
X i l
t h i s  d e c o m p o s i t i o n  f o l l o w s  f r o m  ( 2 4 ) .  f i n a l l y ,  r e l a t i o n s  
( 2 6 )  a n d  ( 2 8 )  i m p l y  t h a t  t h e  g r o u p  Z ^ / H ^  i s  i s o m o r p h i c  t o  
t h e  d i r e c t  su m  Z ^ / H ^  +  z J / h J  4 -  . . .  - kX 1  2 2  p  P
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D E F IN IT IO N  6 6 : L e t  K b e  a n  a r b i t r a r y  c o m p l e x  a n d  l e t  A J ,
0 0
A g ,  • • • >  A@( b e  t h e  s e t  o f  a l l  p o s i t i v e l y  o r i e n t e d  0 - s i m -  
p l e x e s  A° =  o f  K .  I f  x  «r  g ^ A °  -f  g^A g
i s  a n y  0 - c h a i n  o f  K o v e r  G, we d e f i n e  t h e  K r o n e c k e r  i n d e x  
I ( x )  o f  t h e  c h a i n  x  b y  s e t t i n g  I ( x )  =  - f  4- . . .  •
We n o t e  t h a t  s i n c e  a  u n i q u e  v e r t e x  o r d e r i n g  c a n n o t  e x i s t  f o r  
s i m p l e x e s  o f  d i m e n s i o n  g r e a t e r  t h a n  z e r o  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
c o n s i d e r  a  p o s i t i v e  o r i e n t a t i o n  o n l y  f o r  0 - s i m p l e x e s .  H e n c e  
t h e  n o t i o n  o f  i n d e x  i s  n o t  e x t e n d e d  t o  c h a i n s  o f  d i m e n s i o n  
g r e a t e r  t h a n  z e r o .
LEMMA 7 1 :  I ( x )  -h  I ( y )  sr I ( x  4-  y ) .
LEMMA 7 3 ; I f  x  A J 0 ,  t h e n  I ( x )  «  0 .
P r o o f : L e t  A^ — -+ " (a ,  b )  b e  a n y  o r i e n t e d  1 - s i m p l e x  o f
K ,  a n d  l e t  A^ ** "+"(&) a n d  »  4 - ( b ) .  T h e n  a c c o r d i n g  t o  t h e
d e f i n i t i o n  o f  a  b o u n d a r y ,  we h a v e  ^  ( g A ^ )  — gB ^  -  g A ^ .  T h u s  
I ^ A ( g A ^ ) 3 =  0 .  F i n a l l y ,  I ( ^ y )  »  0  f o r  a n y  y  £  L ^  b e c a u s e  
o f  Lemma 7 1 .
LEtMA 7 3 : I f  K i s  a  c o n n e c t e d  c o m p l e x  t h e n  I ( x ) »  0 i s
e q u i v a l e n t  t o  x / V  0 ,  F u r t h e r ,  B*^(K, G) i s  i s o m o r p h i c  t o  G.
P r o o f : L e t  a  a n d  e  b e  a n y  t w o  v e r t i c e s  o f  K ,  a n d  l e t
A®— - f ( a ) ,  E ® — 4 " ( e ) .  Now s i n c e  K i s  a c o n n e c t e d  c o m p l e x ,
t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  o f  v e r t i c e s  a  a ,  a  , . . . ,  a  =  e
w y.
s u c h  t h a t  a ^ ,  a ^ _ ^ ^ , i * l ,  2 ,  . . . ,  ( q - 1 ) ,  a r e  v e r t i c e s  o f
a  1 - s i m p l e x  o f  K .  I f  A^ =  + ( a ^ ,  a ^ ^ ^ ) , i  =* 1 ,  2 ,  . . . ,
( q - 1 ) ,  t h e  b o u n d a r y  o f  a n y  c h a i n  y  s* gA^ 4 -  gAg 4" . .  . -f"
gA^ i s  c l e a r l y  A y  =  g E ^  -  g A ^ .  Now A y  i s  a  0 - c y c l e  
q - 1
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b e c a u s e  i t  h a s  b o u n d a r y  z e r o .  A l s o  ^  y  i s  h o m o l o g o u s  t o  
z e r o  b e c a u s e  i t  i s  t h e  b o u n d a r y  o f  a  1 - o h a i n .  H e n c e  g E ^  -  
gA^ i s  h o m o l o g o u s  t o  z e r o  a n d  w e  h a v e  g E ^ / V  gA*^. T h e r e f o r e  
a n y  0 - c h a i n  x  o v e r  a n  a r b i t r a r y  g r o u p  G i s  h o m o l o g o u s  t o  a  
c h a i n  g A ^ , g  £  G .  By  Lemma 7 2 ,  s i n c e  x  rU  gA^ t h e n  ( x  -  
gA ^)  AJ 0 a n d  we h a v e  I ( x  -  g A ^ )  =  0  a n d ' I ( x )  -  I ( g A ^ )  =  0 .  
H e n c e  I ( x )  s .  g .  T h e r e f o r e  i f  I ( x )  =  0 t h e n  x A J o ,  a n d  c o n ­
v e r s e l y .  By Lemma 7 1  we k n o w  t h a t  t h e  o p e r a t o r  I (  ) i s  a  
h o m o m o r p h i c  m a p p i n g  o f  t h e  g r o u p  L ^  =  2 ^  i n t o  t h e  g r o u p  G.
I f  g  Ê G t h e r e  e x i s t s  a  c y c l e  gA^ i n  Z® s u c h  t h a t  I ( g A ^ )  ^  
g .  T h e r e f o r e  1 ( 2 ^ )  — G . A l s o ,  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  t h e  r e l a ­
t i o n s  I ( x )  =  0 a n d  x  / V  0 i m p l i e s  t h a t  i s  t h e  k e r n e l  o f  
t h e  h o m o m o r p h i s m  I ( ) .  T h e r e f o r e  i s  i s o m o r p h i c  t o  G.
THEOREM 8 :  T h e  z e r o - d i m e n s i o n a l  B e t t i  g r o u p  o f  a n  a r b i t r a r y
c o m p l e x  K o v e r  G i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  d i r e c t  sum G H - G . . .  
-f* G,  w h e r e  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  t h e  d i r e c t  su m  i s  t h e  
s a m e  a s  t h e  n u m b e r  o f  c o m p o n e n t s  o f  t h e  c o m p l e x  K .
P r o o f : T h i s  t h e o r e m  i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  Lemma
73  a n d  T h e o r e m  7 .
D E F I N I TION 6 7 : An a b e l i a n  g r o u p  A i s  s a i d  t o  a d m i t  o f  a  
f i n i t e  s y s t e m  o f  g e n e r a t o r s  x ^ ,  x ^ , . . . ,  x ^ ,  x ^  £ A,  i  —
1 ,  2 ,  . . . ,  s ,  i f  e v e r y  x  £  A i s  o f  t h e  f o r m  x  =  7 ^ x ^  4"
^ 2 ^ 2  “1“  A g X g ,  w h e r e  . . . ,  A g  a r e  i n t e g e r s .
LEMMA 7 4 : E v e r y  f a c t o r  g r o u p  a n d  e v e r y  s u b g r o u p  o f  a  g r o u p
w i t h  a  f i n i t e  s y s t e m  o f  g e n e r a t o r s  a l s o  a d m i t s  o f  a  f i n i t e  
s y s t e m  o f  g e n e r a t o r s .
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T h e  p r o o f  o f  t h i s  l e m m a  f o r  a  f a c t o r  g r o u p  d e ­
p e n d s  o n  t h e  p r o p o s i t i o n  t h a t  e v e r y  h o m o m o r p h i c  i m a g e  o f  a  
f i n i t e l y  g e n e r a t e d  g r o u p  i s  i t s e l f  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .
( S e e :  K u r o s h ,  T h e  T h e o r y  o f  G r o u p s , V o l .  I  ( C h e l s e a ,  1 9 5 5 )
p .  5 0 )  T h e  p r o o f  f o r  t h e  s u b g r o u p  c a s e  m a y  b e  f o u n d  i n  
P o n t r j a g i n .  T o p o l o g i c a l  G r o u p s  ( p r i n ç e t o n ,  1 9 3 9 ) ,  p .  2 0 .  
D E F IN IT IO N  6 8 : A g r o u p  A g e n e r a t e d  b y  a  s i n g l e  e l e m e n t
i s  c a l l e d  a  c y c l i c  g r o u p . I f  t h e  r e l a t i o n  7\Xj_ === 0 ,  w h e r e  
/ \  i s  a n  i n t e g e r ,  i m p l i e s  t h a t  — 0 ,  t h e n  t h e  g e n e r a t o r  Xĝ  
a n d  t h e  g r o u p  A i t s e l f  a r e  c a l l e d  f r e e  ( o r :  o f  o r d e r  z e r o ) . 
I f  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  s u c h  t h a t  ^ x ^  =  0 a n d  
i s  t h e  l e a s t  p o s i t i v e  i n t e g e r  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i ­
t i o n ,  t h e n  t h e  g e n e r a t o r  x ^  a n d  t h e  g r o u p  A i t s e l f  a r e  s a i d  
t o  b e  o f  f i n i t e  o r d e r  A .
LEIyflMA 7 5 ; E v e r y  a b e l i a n  g r o u p  A w i t h  a  f i n i t e  s y s t e m  o f
g e n e r a t o r s  i s  a  d i r e c t  su m  o f  c y c l i c  s u b g r o u p s  A ^ ,  A ^ ..............
A ; B , B , . . . ,  B , w h e r e  e a c h  A. i s  a  f r e e  c y c l i c  g r o u p  
r  X 2 cj ^
a n d  w h e r e  e a c h  B . i s  a  c y c l i c  g r o u p  o f  f i n i t e  o r d e r  *2^.,
J J
w i t h  2 ^ ,  d i v i s i b l e  b y  2 ^ . .  F u r t h e r m o r e ,  i f  A h a s  a  f i n i t e
j  ' 1 t)
s y s t e m  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  g e n e r a t o r s ,  t h e n  t h e  d e c o m p o ­
s i t i o n  o f  A i n t o  a  d i r e c t  su m  e x h i b i t s  n o  s u m m a n d s  o f  f i n i t e  
o r d e r .
D E F IN IT IO N  6 9 : T h e  n u m b e r  r  i n  Lemma 7 5  i s  c a l l e d  t h e  r a n k
o f  t h e  g r o u p  A .  T h e  n u m b e r s  2 ^ ,  . . . ,  a r e  c a l l e d
t h e  t o r s i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  g r o u p  A .  I t  m ay  b e  n o t e d  
t h a t  r  e q u a l s  z e r o  i n  c a s e  a l l  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  g r o u p
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A a r e  o f  p r i m e  o r d e r  m. I n  t h i s  c a s e  a l l  o f  t h e  t o r s i o n  c o ­
e f f i c i e n t s  , 2/ a r e  e q u a l  t o  m a n d  we c a l l  q± d  q
t h e  r a n k  m o d u l o  m o f  t h e  g r o u p  A .
LEMMA 7 6 ; I f  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p  G i s  a  c y c l i c  g r o u p  w i t h
g e n e r a t o r  g ^ ,  t h e n  t h e  g r o u p  L  a d m i t s  o f  a  f i n i t e  s y s t e m  o f
g e n e r a t o r s  g ^ A ^ ,  * * • *  ® l ^ ^ ( r ) *  ^ h e r e  _= ^
^  . i s  t h e  s e t  o f  a l l  a r b i t r a r i l y  o r i e n t e d  r - s i m -
i • • • »  LX I r  j
p l e x e s  o f  t h e  c o m p l e x  K .
LEMMA 7 7 ; T h e  s u b g r o u p s  tF  a n d  o f  t h e  g r o u p  L ^ ,  a n d  t h e
f a c t o r  g r o u p  Z ^ / h ^  =  a d m i t  o f  a  f i n i t e  s y s t e m  o f  g e n e r a ­
t o r s .
P r o o f : T h i s  l e m m a  i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  Lemma 7 4 .
D E F IN IT IO N  7 7 ; L e t  b e  t h e  r - d i m e n s i o n a l  B e t t i  g r o u p  o f  a  
c o m p l e x  K o v e r  t h e  g r o u p  o f  i n t e g e r s  G ^ .  T h e  r a n k  o f  t h e  
g r o u p  Bq i s  t h e  r - d i m e n s i o n a l  B e t t i  n u m b e r  o f  t h e  c o m p l e x  K 
a n d  i s  d e n o t e d  b y  p Q ( r ) s  p ( r ) .  T h e  t o r s i o n  c o e f f i c i e n t s  
^ 1 *  ^ 2 *  **** o f  t h e  g r o u p  B^ a r e  c a l l e d  t h e  r - d i m e n ­
s i o n a l  t o r s i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  c o m p l e x  K a n d  a r e  d e n o t e d
^ 1 ’ \ ...............  ^ q ( r ) '
LEMMA 7 8 ; I f  t h e  g r o u p  G ^  o f  r e s i d u e s  m o d u l o  m, m a  p r i m e ,
i s  t a k e n  a s  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p , t h e n  e v e r y  e l e m e n t  o f  t h e  
g r o u p  L ^ ,  a s  w e l l  a s  e v e r y  e l e m e n t  o f  t h e  s u b g r o u p s  a n d
o f  l J  a n d  t h e  f a c t o r  g r o u p  B ^  =- i s  a l s o  o f  o r d e r
m.
D E F IN IT IO N  7 1 :  L e t  B ^  b e  t h e  r - d i m e n s i o n a l  B e t t i  g r o u p  o f  a— ^
c o m p l e x  K o v e r  t h e  g r o u p  G o f  r e s i d u e s  m o d u l o  m, m a  p r i m e .
m
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T h e  r a n k  m o d u l o  m o f  t h e  g r o u p  i s  c a l l e d  t h e  r - d i m e n s i o n -
m -----------------------
a l  B e t t i  n u m b e r  o f  t h e  c o m p l e x  K m o d u l o  m a n d  i s  d e n o t e d  b y
V "
THEOREM 9 :  T h e  z e r o - d i m e n s i o n a l  B e t t i  n u m b e r  p  fO )  o f  a n
■............ —  ”  m
a r b i t r a r y  c o m p l e x  K  m o d u l o  m, m ■=-0 o r  a  p r i m e ,  i s  e q u a l  t o  
t h e  n u m b e r  p  o f  c o m p o n e n t s  o f  t h e  c o m p l e x  K* F u r t h e r m o r e ,  
t h e  z e r o - d i m e n s i o n a l  B e t t i  g r o u p  B^ o f  t h e  c o m p l e x  K o v e r  
h a s  n o  t o r s i o n  c o e f f i c i e n t s ,
0
P r o o f ; By  T h e o r e m  8  t h e  g r o u p  B i s  t h e  d i r e c t  sum  o f
m
t h e  g r o u p s  C ^ ,  C ^ ,  • • * ,  C ^ ,  e a c h  o f  w h i c h  i s  i s o m o r p h i c  t o  
t h e  g r o u p  o f  r e s i d u e s  m o d u l o  m .  I f  m =■ 0 ,  t h e n  e v e r y  
g r o u p  i s  f r e e .  T h a t  i s ,  i f  m =  0 ,  t h e n  B^ h a s  n o  t o r s i o n  
c o e f f i c i e n t s ,  a n d  i t s  r a n k  i s  p .  I f  m i s a  p r i m e ,  t h e n
o
e v e r y  g r o u p  i s  o f  o r d e r  m ,  a n d  t h e  r a n k  m o d u l o  m o f  B ^  i s
D E F IN IT IO N  7 2 ; I f  i s  a n  a r b i t r a r y  a b e l i a n  g r o u p , a  s y s ­
t e m  X , X , X o f  e l e m e n t s  o f  A i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d -
X. ^  s  u
e n t  i n  c a s e  t h e  r e l a t i o n  ^ ^ x ^  ■+ T ^ x ^  f  , , .  -+■ i^^x^  0 ,
w h e r e  e a c h  7l^ i s  a n  i n t e g e r ,  i m p l i e s  t h a t  e a c h  i s  e q u a l  
t o  z e r o .  I f  t h e  g r o u p  A^ a d m i t s  o f  a  f i n i t e  m a x i m a l  s y s t e m  
o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e l e m e n t s  x ^ ,  x ^ ,  x p  , t h e n  A^
i s  s a i d  t o  b e  o f  f i n i t e  g r o u p  d i m e n s i o n  ^ , d e n o t e d  b y  
P q (A q ) ,  I f  t h e  g r o u p  A ^  h a s  n  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e l e ­
m e n t s  f o r  e v e r y  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  t h e n  I f  AV Q 0 m
i s  a  g r o u p  a n d  c o n s i s t s  s o l e l y  o f  e l e m e n t s  o f  p r i m e  o r d e r  m 
a n d  i f  i s  t h e  g r o u p  o f  r e s i d u e s  m o d u l o  m t h e n  we d e f i n e
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a n  o p e r a t i o n  o f  m u l t i p l i c a t i o n  o f  b y  x  £  A ^ .
I n d e e d ,  i f  ^  i s  a n y  e l e m e n t  o f  t h e  r e s i d u e  c l a s s  ^  t h e n
t h e  p r o d u c t  ^  x  c l e a r l y  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e  o f  p
a n d  d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  c l a s s  p \ .  We t h e r e f o r e  d e f i n e  ^  x  =*
Ç ix .  T h e n  a  s y s t e m  x ^ ,  X g ,  x ^  o f  e l e m e n t s  o f  t h e  g r o u p
is linearly independent modulo m in case the relation
7y_x + ^  X -h ... -f- 7 \ x = 0, where each 7̂  (5 G ,
1 1  6 8 8 1 m
i m p l i e s  S  A  = . . •  S  A  =  0 m o d u l o  m. I f  A h a s  a-L 6 8 m
m a x i m a l  s y s t e m  x ^ ,  x ^ ,  x p  o f  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e l e ­
m e n t s  m o d u l o  m t h e n  we d e f i n e  t h e  g r o u p  d i m e n s i o n  m o d u l o  m
o f  A t o  b e  P a n d  we d e n o t e  i t  b y  /0(A). H o w e v e r ,  i f  f o r  
m i  I m m
e v e r y  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  t h e r e  e x i s t s  i n  t h e  g r o u p  A ^  a  s y s ­
t e m  o f  n  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e l e m e n t s  m o d u l o  m we d e f i n e
P  (A  ) t o  b e  i n f i n i t e .
I m m
LEMMA 7 9 : L e t  A b e  a n  a b e l i a n  g r o u p  w i t h  e l e m e n t s  o f  i n f i ­
n i t e  o r d e r  o r  a l l  e l e m e n t s  o f  p r i m e  o r d e r  n  a n d  o f  f i n i t e  
g r o u p  d i m e n s i o n .  T h e n  t h e  g r o u p  d i m e n s i o n  o f  A i s  a  g r o u p  
i n v a r i a n t .  T h a t  i s ,  a n y  t w o  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  
s e t s  h a v e  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s .  I n  e i t h e r  c a s e ,  A 
a d m i t s  o p e r a t o r s  f r o m  a n  i n t e g r a l  d o m a i n ,  i n  t h e  f i r s t  e v e n t  
f r o m  t h e  i n t e g e r s ,  i n  t h e  s e c o n d  f r o m  t h e  p r i m e  f i e l d  o f  n  
e l e m e n t s .
P r o o f : On t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  l a s t  s t a t e m e n t  o f  t h e
l e m m a ,  w h i c h  i s  o b v i o u s ,  w e  w i l l  e m p l o y  i n  t h e  p r o o f  o p e r a ­
t o r s  7 ,  ^ , “Ÿ  c h o s e n  f r o m  t h e  a p p r o p r i a t e  i n t e g r a l  d o m a i n  
a n d  w i l l  b e  a s s u r e d  t h a t  0  i f  0  a n d  ^ 4 ^ 0 ,
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T h t s  w i l l  e n a b l e  u s  t o  p r o v e  b o t h  c a s e s  s i m u l t a n e o u s l y .  I t  
m i g h t  b e  r e m a r k e d  t h a t  i n  t h e  c a s e  w h e r e  a l l  e l e m e n t s  a r e  o f  
p r i m e  o r d e r ,  t h e  g r o u p  i s  a  v e c t o r  s p a c e  a n d  t h e  u s u a l  v e c ­
t o r  s p a c e  p r o o f ,  s o m e w h a t  s i m p l e r  t h a n  t h e  f o l l o w i n g ,  
a p p l i e s .
L e t  a  , a  , . . . ,  a  a n d  b , , b . ,  , . . , , b  b e  t w o  
1  2 4  1 '  2 '  P
m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t s .  Yie s h a l l  s h o w  t h a t  p  Z  q 
b y  f i r s t  a s s u m i n g  t h a t  p  ^  q  a n d  a r r i v i n g  a t  a  c o n t r a d i c t i o n .  
T h e n  b y  v i r t u e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  c h o i c e  p  q  r a t h e r  t h a n  
q <  p  w a s  a r b i t r a r y ,  we w i l l  h a v e  q =  p .
C o n s i d e r  t h e  s e t  b  , a  , a  , . . . ,  a  .  S i n c e  i t
J- J- w Si
i s  l i n e a r l y  d e p e n d e n t  t h e r e  i s  a  n o n t r i v i a l  r e l a t i o n  ? \ b ^ + ‘
7r^a^-f- T^^a^ . . . 4  T ^ ^ a ^  as- 0 ,  a n d  P\  0 s i n c e  t h e  a ^  a r e
i n d e p e n d e n t .  S u p p o s e  i s  t h e  n o n z e r o  c o e f f i c i e n t  w h o s e
A
i n d e x  i s  l e a s t .  C o n s i d e r  t h e  s e t  b  , a , ,  a  , a . ,  . . . ,1 -L 6 J
a ^ ,  w h e r e  t h e  s y m b o l  ” A ”  i n d i c a t e s  o m i s s i o n  a s  u s u a l .  We 
w i s h  t o  sh o w  t h a t  t h i s  s e t  i s  a  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  
s e t .  S u p p o s e  t h a t  y ^ b ^  4- . . .  ■ + ^ a ^ _ ^  t "
4- . . .  - k  y f ^ a ^  -=* 0 .  V/e n o t e  t h a t  0 .  We h a v e
a l s o  ^ b  4- ^  4" . . .  4- — 0 f r o m  a n  e a r -
j  j  q
l i e r  r e l a t i o n .  M u l t i p l y i n g  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  l a s t  t w o  r e ­
l a t i o n s  b y  ^  a n d  t h e  s e c o n d  b y  y u .  we m a y  a d d  a n d  o b t a i n
T y w . ; \ : a j ,  +  ( -
+ • • • +  ( 0> w h e r e  / t - 71 = ^ 0
s i n c e  0  a n d  0 ,  T h i s  i s  i n  c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e
i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  a ^ .  H e n c e  t h e  r e p r e s e n t a t i o n y t / / b ^  +
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3-g  ̂ ^  ^  j  -̂ 1 • * • " ^ —
0 i s  n o t  p o s s i b l e  a n d  h e n c e  t h e  s e t  b  , a  , a  , . . . ,  ,
1 1 * j
. . . ,  a  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t .  We sh o w  n o w  t h a t  i t  i s  
a l s o  a  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t .  L e t  x  b e  a n y  e l e ­
m e n t  o f  A .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  a  n o n t r i v i a l  r e l a t i o n  ?^x  -f
f  V  +  . . .  4- Y ^ a  f  . . .  4  V ^ a  =  0 .  C l e a r l y  V  ^
X b J Q
0 s i n c e  t h e  a r e  i n d e p e n d e n t .  Now i f  0  t h e n  x ,  b ^ .
a  , a „ ,  . . . ,  a " . ,  a  i s  c l e a r l y  a  d e p e n d e n t  s e t .  We
1 .1 q
s h a l l  s h o w  t h a t  e v e n  i f  ^  0 t h e n  x ,  b  , a  , a ^ ,
a . ,  i s  a  d e p e n d e n t  s e t .  I f  0 we c a n  m u l t i p l y
b y  o b t a i n i n g  x  -4  T t ' ^ V ^ a  -h  . . .  4  ^ ' ^ V ^ a .  4-  . . .  -4
1 J
"X^a =  0 .  Now s i n c e  ^ b ^  4  ^ ^ a . 4  ^ ^ ^ ^ a  •+■ .. . -»■
q  1 J j +1
Tv^a^ ^  0 , we h a v e  / i ^ a ^  =  -  7\ b ^  -  -  . . .  -
^*^a .  S u b s t i t u t i n g  we o b t a i n  ^ ^ V x 4  ^  " y ^ a  4  . . . 4
q
- y ^ (  -  7 \b^  -  -  . . .  -  7 » ^ a ^ )  4  . . .  4  V ^ a ^  =  0.
R e a r r a n g i n g  t e r m s  we o b t a i n  71^ V x  -  T ' h ^  4  / ^ V ^ a ^ 4
. . .  4 *a^ 4- ( y j 4 1  _ ' y j   ̂ y .  _  ̂  ̂ ^  4 ^  -
j  J-*"l
■y^ ? ' ' ^ ) a  »  0 , w h e r e  0.  T h u s  x ,  b  , a - , ,  a  , . . . ,
/ \  1 1 J- . 2
a . ,  * . . ,  a  i s  a  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t  a n d  b , a_ ,
«J q  1 1
B g , . . . ,  , . . , ,  a  i s  a  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t .
J q
T h e  p r o c e s s  m a y  b e  a p p l i e d  p  t i m e s ,  a t  e a c h  s t a g e  a d d i n g  a n  
e l e m e n t  f r o m  t h e  s e t  o f  b ^ ’ s  a n d  d e l e t i n g  o n e  e l e m e n t
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f r o j h  t h e  s e t  o f  a ^ ^ s  a n d  o b t a i n i n g  a  s e t  o f  e l e m e n t s
b , b  b ^ ,  a .  , a .  , . .  • ,  a . , w h i c h  m u s t  b e  a
P P - 1  1  ^ 1  ^ 2  I q - p
m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t  a n d  w h i c h  c o n t a i n s  a t  l e a s t
o n e  o f  t h e  a ^ , s i n c e  p  q .  B u t  t h i s  i s  a  c o n t r a d i c t i o n  t o
t h e  m a x i m a l i t y  o f  b  , b  ; h e n c e  p  ^  q .
1  P
LEIMA 8 0 ; T h e  r a n k  o f  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a b e l i a n  g r o u p  Aq
i s  t h e  s a m e  a s  t h e  g r o u p  d i m e n s i o n .
P r o o f : a )  We c o n s i d e r  f i r s t  t h e  c a s e  ^  4-
Ag 4  4  +  Bg 4  • • •  + B ^ .  L e t  x ^  b e  a  g e n e r a t o r
o f  t h e  c y c l i c  g r o u p  A. a n d  l e t  y . b e  a  g e n e r a t o r  o f  t h e
*• J
c y c l i c  g r o u p  B . .  S u p p o s e  t h a t
J
( 2 9 )  4 -  4  ...4 T i^ x ^  =  0 .
n o w  s i n c e  A^ i s  t h e  d i r e c t  sum  a s  a b o v e ,  r e l a t i o n  ( 2 9 )  i m ­
p l i e s  t h a t  7  ̂ X. — 0 .  B u t  s i n c e  x .  i s  a  f r e e  g e n e r a t o r ,  we
i  1 i
h a v e  7\ . =  0 ,  I f  x  =  A x _  T '^ x  . . .  4  7i x  4 “  y_
1 1 1  2 2  r r ' ^ - ^ 1
y / ^ y g  4  . . .  4 ̂  y ^  i s  a n y  e l e m e n t  o f  t h e  g r o u p  A^ we m ay  
m u l t i p l y  X b y  2 ^  a n d  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n  x  =  ^ 1^1
>  7 \ x  4  . . .  +  ? "  T ^ x  4- ? A y 4  ?  4-  . . .  4
^ q 2  2 q r r  q ' l l  q^ 2 2
T ' M y = T  ^ X 47" ^ X _(.... 4. 2" / 2 C 4 0 4 G  +
^ q / q  q  q  1 1  ‘" q '^22 ^ q  r
. . .  4 0 . T h u s  t h e  s e t  x ,  x  , x  , . .  . ,  x  i s  l i n e a r l y  d e -
1 2  r
p e n d e n t  a n d  h e n c e  t h e  s e t  x  , x „ . . . . ,  x  f o r m s  a  m a x i m a l
1 * 2* * r
l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s y s t e m .
b )  T h e  a b o v e  p r o o f  m a y  b e  e a s i l y  a d a p t e d  t o
the simple case where A = B 4 B**“ ... 4 B : that is,0 1 2  q
w h e r e  a l l  o f  t h e  e l e m e n t s  a r e  o f  p r i m e  o r d e r . I n  f a c t ,  t h e
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u s u a l  v e c t o r  s p a c e  p r o o f  a p p l i e s .
REMARK: B y  Lemma 8 0  we m ay  r e f e r  t o  t h e  g r o u p  d i m e n s i o n  a s
t h e  r a n k  s i n c e  t h e  t w o  t e r m s  h a v e  b e e n  s h o w n  t o  b e  e q u i v a ­
l e n t .
I M M A  8 1 :  L e t  m b e  z e r o  o r  a  p r i m e  n u m b e r  a n d  l e t  A b e  a' " ' " —  m
g r o u p  w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  mz =  0 f o r  a l l  z  £  A . T h a t
m
i s ,  i f  m 4  0 t h e n  e v e r y  e l e m e n t  o f  A i s  o f  o r d e r  m, a n d  i f
m
m = 0  t h e n  A i s  a n  a r b i t r a r y  g r o u p .  I f  B i s  a n y  s u b g r o u p  
m m
o f  A a n d  i f  C =  A / B  , t h e n  
m m m m
( 3 0 )  P  (A  ) ^  P  ( B  ) -h P  (C ) .
I m m ( m m  \ m m
P r o o f : F o r  c o n v e n i e n c e  i n  n o t a t i o n  we d e n o t e  l i n e a r
i n d e p e n d e n c e  i n  t h e  o r d i n a r y  s e n s e  b y  l i n e a r  i n d e p e n d e n c e  
m o d u l o  0 .  We t h u s  n e e d  n o t  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  t h e  c a s e s  
m *  0 a n d  m ^  0 ,  L e t
( 5 1 )  y  . , y
1 6 8
a n d
(52) , Zg, . . . ,
b e  t w o  s y s t e m s  o f  e l e m e n t s  o f  B a n d  C r e s p e c t i v e l y ,  l e t
m m
e a c h  o f  t h e  s y s t e m s  b e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  m o d u l o  m ,  a n d  
l e t  z ^  £  A ^  b e  a n  e l e m e n t  o f  t h e  c o s e t  z ^ .  Vfe w i l l  f i r s t  
s h o w  t h a t  t h e  s y s t e m
( 3 3 )  z ^ ,  Z g ,  . . . ,  z ^ ,  y ^ ,  y ^ .................. y  g
i s  a  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s y s t e m  m o d u l o  m i n  A ^ .  T o  t h i s  
e n d  vi/e a s s u m e  t h a t
(34) +  /^2 ^2
=  °
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w h e r e  £  Q , R e l a t i o n  ( 3 4 )  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r e l a -
J 1 m
t i o n  7\ z  - h  A Zp 4" . . .  4" A z  =■ 0 i f  we c o n s i d e r  t h e  f a c -  
J- 2  ^  t  t
t o r  g r o u p  C , T h e n  s i n c e  z - , z  , z  i s  a  l i n e a r l y  i n -
m M ii Tj
d e p e n d e n t  s y s t e m  m o d u l o  m ,  we h a v e  ^  ^  -  , . ,  “  ~
I B  t
0 .  T h e r e f o r e  r e l a t i o n  ( 3 4 )  m a y  h e  w r i t t e n  y  't* y  - f
1  1 2 2
. . .  4 “ y  = 0 .  H e n c e ,  s i n c e  y  , y  , . . . ,  y  i s  a  l i n e a r l y  
s  s  1 ^  s
i n d e p e n d e n t  s y s t e m  m o d u l o  m, we h a v e  = . .  • -
-  0 .  T h e r e f o r e  r e l a t i o n  ( 3 4 )  i m p l i e s  t h a t  Pi  ^ - X ^ i  ”
0 .  H e n c e  s y s t e m  ( 3 3 )  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t .  Now i f
e i t h e r  P  (B  ) =  (DO o r  P  (C ) "= O O  t h e n  P j A  ) =  OC? a n d\ m m i m m  / m m
t h e  l e m m a  h o l d s  f o r  t h i s  c a s e .  We n e x t  s h o w  t h a t  i f  b o t h
P (B  ) a n d  P  (C ) a r e  f i n i t e ,  a n d  i f  s y s t e m s  ( 3 1 )  a n d  ( 3 2 )  m m  ' m m
a r e  b o t h  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  i n  t h e i r  r e s p e c t i v e
g r o u p s  t h e n  s y s t e m  ( 3 3 )  i s  a l s o  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t
m o d u l o  m i n  A . S u p p o s e  t h a t  x  £ A a n d  t h a t  z  i s  t h e  c o s e t
m m
o f  C w h i c h  c o n t a i n s  %. S i n c e  t h e  s e t  z  , z  , . . . ,  z  i s
.1. 2  w
m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  m o d u l o  m i t  i s  p o s s i b l e  t o  f i n d
a  s e t  T ,  41 , , . . . ,  i ;  s u c h  t h a t  V ,  V .  £ G , i  = 1 ,
i  2 t  1 m
2 ,  . . . ,  t ;  " H ^ O  a n d  s u c h  t h a t
( 3 5 )  V z  4  Y g Z g  4  . . . 4  O'
T h u s
(36)  V x  +  ■ + . . . +  T ^ x  =  y
1 1  t  t
w h e r e  y  i s  c l e a r l y  s o m e  e l e m e n t  o f  B ^ .  Now s i n c e  y ^ ,
y  , . . . ,  y  i s  a  m a x i m a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s e t  m o d u l o  m 
^  s
we h a v e
( 3 7 )  y U y  f +• / k y ^  -  0
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f  o r  so m e  s e t   / ^ s *
^ ^ 0 .  By  r e l a t i o n s  ( 3 6 )  a n d  ( 5 7 )  we m ay  o b t a i n
( 3 8 )  4- 2^2  . . .  +  - h
• • •  + ^ 3 ^ 3 “
Now i n  t h i s  r e l a t i o n ,  i f  m — 0 t h e n  a n d  "V a r e  e a c h  i n ­
t e g e r s  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  m 0 we 
h a v e  yK a n d  V  c l e a r l y  n o n z e r o  r e s i d u e s  m o d u l o  m, f o r  m a  
p r i m e .  I n  t h e  f i r s t  c a s e  t h e  p r o d u c t  i s  o b v i o u s l y  n o n ­
z e r o ;  i n  t h e  s e c o n d  c a s e  0 m o d u l o  m. I n  e i t h e r  e v e n t
t h e  s y s t e m  x ,  x ^ ,  x ^ , . . . ,  x ^ ,  y ^ ,  y ^ , . . . ,  y ^  i s  a  l i n e a r l y  
d e p e n d e n t  s e t  m o d u l o  m a n d  h e n c e  s y s t e m  ( 3 3 )  i s  m a x i m a l .  
THEOREM 1 0 : L e t  K  b e  a n  n - d i m e n s i o n a l  g e o m e t r i c  c o m p l e x ,
l e t  0( ( r ) b e  t h e  n u m b e r  o f  r - s i m p l e x e s  o f  K ,  l e t  p ( r )  b e  t h e  
r - d i m e n s i o n a l  B e t t i  n u m b e r  o f  K ,  a n d  l e t  P u i ( r )  b e  t h e  r - d i -  
m e n s i o n a l  B e t t i  n u m b e r  o f  K m o d u l o  m, w h e r e  m i s  a  p r i m e .
T h e n  %  »  ? ^ ( K ) -  ( - l ) - ^ 0 ( { r ) =  Z H .  ( - l ) ^ p { r  ) =
r *0 r =0
p r o o f :  L e t  m b e  z e r o  o r  a  p r i m e ,  l e t  G b e  t h e  g r o u p
m
o f  r e s i d u e s  m o d u l o  m, a n d  l e t  g  b e  a  g e n e r a t o r  o f  t h e  g r o u p
G . L e t  A?", A o ,  . . .  , A ^  . b e  t h e  s e t  o f  a l l  a r b i t r a r i l y  \  
m 1 2 ’ û(( r  )
o r i e n t e d  r - s i m p l e x e s  o f  t h e  c o m p l e x  K .  C l e a r l y  t h e  e l e m e n t s  
g A ^ ,  g A g ,  . . . ,  g A ^ ^ ^ ^ j  m ay  b e  t a k e n  t o  b e  t h e  g e n e r a t o r s  o f  
t h e  g r o u p  L ^  o f  a l l  r - c h a i n s  o f  t h e  c o m p l e x  K o v e r  t h e  c o e f -
m
f i c i e n t  g r o u p  G • T h e  e l e m e n t s  g A f , i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  0 ( ( r ) ,
m 1
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are linearly independent modulo m. These elements form a 
maximal linearly independent set modulo m because they form 
a system of generators. Therefore
Now t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  h o l d s :
\ o  , _ r \  I n  / , r , „ r
^  r  / rb e c a u s e  o f  Lemma 8 1 .  Now i f  r  >  0 t h e n  t h e  g r o u p s  L j ^ / Z ^  a n d
a r e  i s o m o r p h i c  b y  t h e  r e m a r k  f o l l o w i n g  D e f i n i t i o n  62  a n d
m
e q u a t i o n  ( 4 0 )  m a y  b e  r e d u c e d  t o
+- ^  = 1 . ® “ •
H o w e v e r  i f  r  =  0 ,  t h e n  =  L ^ ,  a n d  t h u s  we h a v e
I f  we i n t r o d u c e  t h e  n o t a t i o n  P  “  0 f o r  t h e  s a k e  o f' m m
u n i f o r m i t y  t h e n  r e l a t i o n s  ( 4 1 )  a n d  ( 4 2 )  m ay  b e  w r i t t e n  i n
v i r t u e  o f  ( 3 9 )  a s
( 4 3 )  C X ( r )  =  p  (Z ^ >  +  P  ( i P " ^ ) ,  r = 0 ,  1 ,
• m m  ' m m
w h e r e  P  ( H " ^ )  ^ 0 .  Now b y  v i r t u e  o f  Lemma 8 1  P A ' ^ )  =
I m m  I m m
P  ( H ^ )  P  ( Z ^ / H ^ ) ,  r = * 0 , 1 , . . . ,  n ,  a n d  f u r t h e r m o r e ,\ m m \ m m m * * '  * *
b y  v i r t u e  o f  Lemma 7 8  +
^  -  O '  1 . • • • '  “ • K o r e o v e r ,  s- f  , r  =
0 ,  1 ,  . . . ,  n ,  b y  v i r t u e  o f  D e f i n i t i o n  7 1 .  T h e r e f o r e ,
^  ^  "  ° »  • • • »  b y  d e f i ­
n i t i o n ,  =- ^ 0̂  a n d  we t h u s  h a v e
( 4 4 )  0 ( ( r )  =  p ^ ( r ) +  ^ ^ ( 3 % - ^  +  p ^ ( H ^ ) . P ^ ( h “ ) = 0 .
r  ?  0 , 1 , . . .  , n
b y  c o m b i n i n g  r e l a t i o n  ( 4 3 )  a n d  t h e  f a c t  t h a t  =
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i r I") , r  =  0 ,  1 ,  . . . ,  ix. F i n a l l y ,  i f  we m u l t i p l y  
r e l a t i o n  ( 4 4 )  b y  ( - 1 ) ^  a n d  sum  o v e r  r  we  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n  
n  ^  n  „  _ n(-l)^o/(r)'= t :  ( r ) + ^  (-1)1 P  (h;[-1) +.
r -0 r —0 ' r —0 ( m m .
D E F I N I T I O N  7 5 : T h e  n u m b e r  ~ 7 ^ ( k )  i s  t h e  E u l e r  c h a r a o -
t e r i s t i o  o f  t h e  c o m p l e x  K .  I t  i s  s o m e t i m e s  r e f e r r e d  to^ a s  
t h e  E u l e r - p o i n c a r e  c h a r a c t e r i s t i c ,
D E F IN IT IO N  7 4 :  L e t  =  ( a _ .  a ...................... a ) b e  a n  r - d i m e n ----------------------- —  0 1 r
m a
s i o n a l  s i m p l e x  i n  R , l e t  B =  ( b  , b  , b  ) b e  a n  s -
0  JL S
d i m e n s i o n a l  s i m p l e x  i n  R , a n d  l e t  f  b e  a  m a p p i n g ,  n o t
n e c e s s a r i l y  o n e - t o - o n e ,  w h i c h  a s s i g n s  t o  e a c h  v e r t e x  a ^  som e
v e r t e x  b . .  I f  x  =  T^^a ■+ / ^ ^ a  +  , .  , - t  T ' ^ a  i s  a n y  p o i n t
j  0 X"
o f  A ^ ,  l e t  f ( x )  = % 0 f  ( SLg) -4- ; ? ^ ^ f ( a ^ )  + ..  ,-f- / ' \ ^ ' f  ( ei^,) .
T h i s  m a p p i n g  w h e n  r e s t r i c t e d  t o  a n y  i n d i v i d u a l  v e r t e x  o f  A^ 
i s  t h e  s a m e  a s  t h e  m a p p i n g  d e f i n e d  a b o v e  o n  e a c h  v e r t e x  o f  
A ^ .  T h e  m a p p i n g  f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  A^ i n t o  B®. 
LEMMA 8 2 ; I f  E ^  a n d  E® a r e  t w o  s i m p l e x e s  w h o s e  v e r t i c e s  a r e  
o r t h o n o r m a l  v e c t o r s  i n  R a n d  R r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  a  s i m ­
p l i c i a l  m a p p i n g  f  f r o m  E ^  t o  E ^  i s  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  
E ^  i n t o  E ^ .
P r o o f : a )  We m a y  a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y
t h a t  r  ^  s .  O t h e r w i s e  E ^  w o u l d  m ap  i n t o  a  s i m p l e x  w h i c h  w a s  
a  p r o p e r  s u b s e t  E ^  o f  E® w i t h  r  ^  q .  S u p p o s e  t h a t  x  =•
+- , , . - f  T t^ e ^  i s  a n y  p o i n t  o f  E ^ .  T h e n  f ( x )  =
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H' ^  £2 -f- . .  • +  yM.  ® £  w h e r e  e a c h  =
k = l
b ) Now t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  n u m b e r  s u c h  
t h a t  i f  |“tA  -  f o r  i ^ O ,  1 , jS) ( i  ) t h e n  b e ­
c a u s e  o f  t h e  c o n t i n u i t y  o f  t h e  m e t r c i  f u n c t i o n  ^  , we h a v e  
p [ f ( x ) , £ q H -  - y  ̂ ^  •
c )  L e t  p -  m a x J ^ ^ ( i ) J .  L e t  t h e  p o i n t  s  £  
b e  s u c h  t h a t  f  ( x , s )  <  . Now i f  s  =■ ( T ^ e ^  +  C T ^ e ^  +
. . . +  ( T ^ e ^  s u c h  t h a t  I cT^  -  j  <( f o r  e a c h  j  t h e n
f / f ( s ) , f ( x ) ]  =  (> [ f « r ° e o +  0 - ^ 6 ^ +  . . . +  <s~'’e ^ ) , f (  ?l°eo + 
7 ? - e ^ +- . . . -I- [ y °  £^0 -»■ . . . +  6-g,
a n d
( (T^'k -  7 ^ k )
k -1 k*’!
,  ë J A )  I i  i  /  -
yK ^  ^  . B u t  f o r  e a c h  i  we  h a v e  | y  I
f ' -  '
( i ) J [ ^ ^ / ^ ' ]  -  S  , w h e n e v e r  p j ^ f  ( s  ) , f  ( x ) ^  ^  b y  a ) .
r  s
LEMMA 8 5 ; A s i m p l i c i a l  m a p p i n g  f  o f  A i n t o  B i s  a  c o n t i n ­
u o u s  m a p p i n g  o f  A^ i n t o  B®.
I* sP r o o f :  S u p p o s e  A = ...( a . a ...................... a )  a n d  B — ( b ^ ,
----------- 0 1 r  u
b  , Tbq ) .  L e t  E ^  =  ( e  , e .  , • • • ,  e  ) b e  t h e  s i m p l e x
± ^  U X p
w h o s e  v e r t i c e s  a r e  o r t h o n o r m a l  v e c t o r s  i n  R ^*  L e t  E ^  =  ( o ^ ,
c ^ ,  C g ) b e  t h e  s i m p l e x  w h o s e  v e r t i c e s  a r e  o r t h o n o r m a l
v e c t o r s  i n  R ^ .  T h e  m a p p i n g  g  w h i c h  m a p s  A^ o n t o  E ^  i s
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b i - G o n t i n u o u s  a n d  o n e - t o - o n e  b y  Lemma 3 1 #  T h e  m a p p i n g  i  
■which m a p s  E® o n t o  i s  a l s o  c o n t i n u o u s  a n d  o n e - t o - o n e  b y  
t h e  s a m e  l e m m a .  L e t  x  -=■ 9 \ ^ a ^  ■+" ?\^aj^ "f" . . .  p \ ^ a ^  b e  a
I I I i V t  M  ■4“  X-« >«-l I M A  >4- - t  A ,  #<% A t  VAT 4  A  ÉM A  A  m*" 4  M  ^  A .p o i n t  o f  A • T h e n  t h e  f u n c t i o n  g w h i c h  m a p s  x  i n t o  7 \ ^ q ^  
. . . ■ + •  ? \ ^ e ^  i s  b i - c o n t i n u o u s  a n d  o n e - t o - o n e  b y  Lemma 
3 1 .  L e t  h  b e  t h e  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  w h i c h  m a p s  7 \^® q
f  . . .  t  ? \ ^ e ^  £ i n t o  7l ° h ( e ^ ) +  ^ h (  e ^ )  - h  . . . -f-
7 \ ^ h ( e ^ )  S  E ® .  T h i s  i s  c l e a r l y  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  b y  
Lemma 8 2 .  T h e r e f o r e  f  =  i h g  i s  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  f r o m  
t o  B®.
r  r
LEMMA 8 4 ; I f  x  6 A , a n d  f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  A
i n t o  B®, t h e n  f ( x )  £  B®.
o  1  X*
P r o o f ; L e t  x  = ?\  7> . . .■ + '  . Now s i n c e
f  m ay  m ap  m o r e  t h a n  o n e  v e r t e x  o f  A^ i n t o  a  s i n g l e  v e r t e x  o f
B^ we m a y  d e n o t e  f ( x )  =  ^ ^ f ( a ^ )  +  T ^ ^ f ( a ^ )  +  . . . - + •  T ^ ^ f ( a ^ )
b y  f ( x )  3  . . .  4 -  ^ b ^ , w h e r e i s  t h e  s u m
o f  a l l  t h e  f o r  w h i c h  a .  m a p s  i n t o  b  . .  S i n c e  t h e  ^  ^
r  J
s a t i s f y  t h e  r e s t r i c t i o n s  o n  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  d e f i n i t i o n
o f  a  p o i n t  o f  t h e  s i m p l e x  s p a n n e d  b y  t h e  v e r t i c e s  w h i c h
a p p e a r  w i t h  t h e s e  c o e f f i c i e n t s  we k n o w  t h a t  t h e  / K ^  a l s o
s a t i s f y  t h e  r e s t r i c t i o n s .  T h e r e f o r e  f ( x )  £  B®.
LEMMA 8 5 ; T h e  s e t  f ( A ^ )  i s  a  f a c e  o f  t h e  s i m p l e x  B ^ ,
kw h e r e  D s p a n s  t h o s e  v e r t i c e s  b .  w h i c h  a r e  o f  t h e  f o r m  
f ( a ^ ) .
p r o o f ; S i n c e  f ( x )  ^ ^  ^ ^ ^ 3  w h e r e
i s  t h e  su m  o f  a l l  t h e  ^ ^  f o r  w h i c h  f ( a  ) •=■ b . t h e n
i  J
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J? V le
f ( A  ) C  D . On t h e  o t h e r  h a n d  l e t  D =  ( o ^ ,  c ^ ,  0^^) .
rT h e n  f o r  e a c h  we m a y  s e l e c t  d ^ ,  a  v e r t e x  o f  A s u c h  t h a t
; .
k
_
f ( d ^ )  =  c ^ .  L e t  X e  D ; X = ? \ ° c ^  +  ^^®1
T h e n  f (  /\OclQ +  7 1 ^ 0 ^ 4 - . . . +
=  z .  T h e r e f o r e  C  f  ( A ^ ) . T h u s  =  f ( A ^ ) ,
LEMMA 86; I f  f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  s i m p l e x  A^
i n t o  t h e  s i m p l e x  B® a n d  i f  g  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  
s i m p l e x  B® i n t o  t h e  s i m p l e x  =- ( Oq , c^ ,  o ^ ) ,  t h e n  g f
i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  A^ i n t o  C ^ .
P r o o f : Now i f  x  i s  a  p o i n t  o f  A^ t h e n  g j f ( x ) ^  ^
( ag)]-*- ^ ^ g j f  ( a ^ ) ^  4-  . . . 4 -  • S i n c e  e a c h
p o i n t  f ( a j ^ )  i s  a  v e r t e x  o f  B a n d  s i n c e  g f  a s s i g n s  t o  e a c h
p o i n t  a^ a  u n i q u e  p o i n t  i n  , t h e n  g f  i s  a  s i m p l i c i a l
m a p p i n g  b y  d e f i n i t i o n .
D E F I N I T I O N  7 5 : L e t  K  a n d  L b e  t w o  c o m p l e x e s  a n d  l e t  f  b e  a
c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  t h e  p o l y h e d r o n  | k  j i n t o  t h e  p o l y h e d r o n  
| l | . I f  f  i s  s i m u l t a n e o u s l y  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  
s i m p l e x  A i n t o  s o m e  s i m p l e x  B o f  L f o r  e v e r y  s i m p l e x  A o f  K 
t h e n  f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  K i n t o  t h e  
c o m p l e x  L .
LEMMA 8 7 : I f  K ,  L ,  M a r e  c o m p l e x e s  a n d  i f  f  i s  a  s i m p l i c i a l
m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  L a n d  i f  g  i s  a  
s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  L i n t o  t h e  c o m p l e x  M t h e n  
g f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  
M.
P r o o f : T h e  l e m m a  f o l l o w s  f r o m  Lemma 8 7  i m m e d i a t e l y .
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L'SÎM A  88: I f  a  . a ...................a  a r e  v e r t i c e s  o f  a  s i m p l e x  o f—— —  —  0 1 '  r
t h e  c o m p l e x  K a n d  i f  f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  c o m ­
p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  L t h e n  f ( a ^ ) ,  f ( a ^ ) ,  f (e i^ . )  a r e
v e r t i c e s  o f  a  s i m p l e x  o f  t h e  c o m p l e x  L .
P r o o f ; T h i s  l e m m a  f o l l o w s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n .  
D E F I N I T I O N  7 6 ; A m a p p i n g  f  w h i c h  a s s i g n s  t o  e v e r y  v e r t e x  o f  
t h e  c o m p l e x  K a  v e r t e x  o f  t h e  c o m p l e x  L  i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  
s a t i s f y  Lemma 88 i s  c a l l e d  a  s i m p l i c i a l  v e r t e x  m a p p i n g  o f  
t h e  c o m p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  L .  I t  m ay  a l s o  b e  r e f e r r e d  
t o  a s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  ^  i n t o  
t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  w h e r e  a n d  ^ a r e  t h e  a b s t r a c t  
c o m p l e x e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  g e o m e t r i c  c o m p l e x e s  K a n d  L .  
I f  t w o  o r  m o r e  d i s t i n c t  v e r t i c e s  o f  t h e  s i m p l e x  A a r e  m a p p e d  
b y  f  i n t o  a  s i n g l e  v e r t e x ,  t h e n  t h e  s i m p l e x  A i s  s a i d  t o  b e  
d e g e n e r a t e  u n d e r  t h e  m a p p i n g  f  ( o r  m e r e l y :  d e g e n e r a t e ) .
LEMMA 8 9 : I f  K a n d  L  a r e  t w o  g e o m e t r i c  c o m p l e x e s  a n d  f  i s  a
s i m p l i c i a l  v e r t e x  m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  
L ,  t h e n  f  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  a  u n i q u e  m a p p i n g  g  o f  t h e  w h o l e  
p o l y h e d r o n  | k | s o  t h a t  g  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  
c o m p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  L .
P r o o f : L e t  a ^ ,  a ^ ,  t)e t h e  v e r t i c e s  o f  t h e  com ­
p l e x  K ,  l e t  9 ^  b e  t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  c o r r e s p o n d i n g  t o  K ,  
a n d  l e t  N b e  t h e  n a t u r a l  r e a l i z a t i o n  o f  ^  i n  t h e  s i m p l e x  
E ^  =• {®Qj  ®]_i ®k) • We m ay  a l l o w  a ^  a n d  e ^  t o  c o r r e ­
s p o n d  t o  t h e  s a m e  v e r t e x  o f  t h e  a b s t r a c t  c o m p l e x  ^  w i t h o u t  
l o s s  o f  g e n e r a l i t y .  Now t h e  r e l a t i o n
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( 4 5 )  X =  . . .  +  7 )^
a s s i g n s  t o  e a c h  p o i n t  "h . . . +  1̂ 1
a  p o i n t  X & | k | .  T h e  r e s u l t i n g  m a p p i n g  f r o m  “/S t o  n  o t  t h e  
p o l y h e d r o n  | w j  i n t o  t h e  t h e  p o l y h e d r o n  | k |  i s  a  o n e - t o - o n e  
a n d  h i - c o n t i n u o u s  m a p p i n g  b y  Lemma 4 2 ,  T h e  r e l a t i o n
( 4 6 )  g ( x )  =  / ^ f ( a Q )  H- 7 \ ^ f ( a ^ )
d e f i n e s  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  71 i n t o  g ( x )  o f  t h e  p o l y h e ­
d r o n  | n |  i n t o  t h e  p o l y h e d r o n  | l | .  T h e r e f o r e  r e l a t i o n s  ( 4 5 )  
a n d  ( 4 6 )  t o g e t h e r  d e f i n e  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  g  o f  1 k |  i n t o  
L  • C l e a r l y  g ( a  ) — f ( a , ) a n d  h e n c e  g  =  f  w h e n  r e s t r i c t e d
i
t o  t h e  v e r t i c e s  a.- o f  K .  F u r t h e r ,  i f  A = - ( a ^  , a .  ,
■̂0 3-1
a .  ) i s  a  s i m p l e x  o f  K ,  t h e n  g  d e f i n e s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  
^ r
o f  i n t o  a  s i m p l e x  o f  L .  T h u s  g  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p ­
p i n g  o f  K i n t o  L w h i c h  c o i n c i d e s  w i t h  f  o n  t h e  v e r t i c e s  o f  
K .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  m a p p i n g  g  i s  u n i q u e  b e c a u s s  i f  f  =  g  o n  
a l l  t h e  v e r t i c e s  o f  so m e  s i m p l e x  A ^  i t  c a n  b e  e x t e n d e d  t o
•J*
t h e  e n t i r e  s i m p l e x  A s o  a s  t o  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o n  
i n  j u s t  o n e  w a y ,  t h a t  i s ,  b y  m e a n s  o f  t h e  r e l a t i o n  g ( x )  ^  
7 \ ' ^ g ( a ^ ) +  T ^ ^ s ( a ^ )  - f  . . .  -h  ^ ^ g ( a ^ ) .  S i n c e  g  a n d  f  c o i n ­
c i d e  o n  e v e r y  s i m p l e x  o f  K ,  t h e y  a r e  i d e n t i c a l .
REMARK: We r e c a l l  h e r e  t h a t  t h e  s e t  o f  a l l  i n t e r i o r  p o i n t s
o f  a  s i m p l e x  o f  a  c o m p l e x  K i s  r e f e r r e d  t o  a s  a n  o p e n  
s i m p l e x  o f  K .
LEMMA 9 0 : E v e r y  p o i n t  o f  t h e  p o l y h e d r o n  | k | i s  c o n t a i n e d  i n
e x a c t l y  o n e  o p e n  s i m p l e x  o f  K .  I n  o t h e r  w o r d s ,  | k | i s  t h e
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s e t - t h e o r e t i c  u n i o n ,  o f  a l l  o f  t h e  o p e n  s i m p l e x e s  o f  K .
D E F I N I TION 7 7 : I f  a  i s  a  v e r t e x  o f  t h e  c o m p l e x  K ,  t h e  s e t -
t h e o r e t i c  u n i o n  o f  a l l  o f  t h e  o p e n  s i m p l e x e s  o f  K w i t h  a  a s  
a  v e r t e x  i s  c a l l e d  t h e  s t a r  o f  t h e  v e r t e x  a  i n  K a n d  i s  
d e n o t e d  b y  S { a ) .
LEMMA 9 1 : E v e r y  s t a r  S ( a )  o f  K i s  a n  o p e n  s e t  i n  | k  |*
P r o o f : C l e a r l y  S ( a )  C  | k | .  L e t  F  =  )k | -  S ( a ) .  L e t
K* c o n s i s t  o f  a l l  s i m p l e x e s  o f  K w h i c h  d o  n o t  h a v e  a  a s  a  
v e r t e x .  T h e n  | k *|  — F .  T h i s  i s  b e c a u s e ,  b y  c o n s t r u c t i o n ,
F  i s  t h e  s e t - t h e o r e t i c  u n i o n  o f  a l l  o p e n  s i m p l e x e s  o f  K  n o t  
h a v i n g  a  a s  a  v e r t e x ;  b u t  i f  A i s  a n  o p e n  s i m p l e x  w h i c h  
d o e s  n o t  h a v e  a  a s  a  v e r t e x  t h e n  n o n e  o f  i t s  f a c e s  h a s  a  a s  
a  v e r t e x .  T h a t  i s ,  A C  F .  T h e r e f o r e  F  i s  t h e  s e t - t h e o r e t i c  
u n i o n  o f  a l l  c l o s e d  s i m p l e x e s  o f  K w h i c h  d o  n o t  h a v e  a  a s  a  
v e r t e x ,  a n d  F  = | K * |  . Now j K * |  i s  a  s u b  c o m p l e x  o f  K a n d  i s  
h e n c e  c o m p a c t  a n d  t h e r e f o r e  c l o s e d .  A l s o  | k |  i s  c l o s e d .  
T h e r e f o r e  S ( a )  i s  o p e n ,  s i n c e  F  -  / K j  -  S ( a ) .
D E F IN IT IO N  7 8 ; L e t  ' p  b e  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x  
K i n t o  a  c o m p l e x  L .  T h e n  ^  i s  s a i d  t o  s a t i s f y  t h e  s t a r  
c o n d i t i o n  i n  c a s e  f o r  e v e r y  s t a r  8 ( a )  o f  K t h e r e  i s  a t  l e a s t  
o n e  s t a r  S ( b )  o f  L s u c h  t h a t  ] ^ j T s ( a ) J C .  S ( b ) .  We s o m e t i m e s  
s a y  t h a t  ^  i s  a  s t a r - r e l a t e d  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  i n  c a s e  i t  
s a t i s f i e s  t h e  s t a r  c o n d i t i o n .
D E F I N I T I O N  7 9 ; L e t  ^  b e  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  t h e  c o m ­
p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  L w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  s t a r  c o n d i ­
t i o n .  A s s i g n  t o  e a c h  v e r t e x  a  o f  K a n y  v e r t e x  f ( a )  o f  L  f o r
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W h i c h  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  i s  s a t i s f i e d :  ^ £ s ( a ) ] C .
s [ f ( a ) ^ .  I t  w i l l  b e  s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  t h a t  f  
i s  a  s i m p l i c i a l  v e r t e x  m a p p i n g  w h i c h  c a n  b e  e x t e n d e d  b y  
Lemma 8 9  t o  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  t h e  -whole  c o m p l e x  K i n t o  
t h e  c o m p l e x  L .  W i t h  t h e s e  c o n d i t i o n s  f  i s  c a l l e d  a  s i m p l i ­
c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  o r  we s a y  t h a t  ^  a d m i t s  o f  a  s i m ­
p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  f .
THEOREM 1 1 ; L e t  ^  b e  a  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  t h e  c o m p l e x  K 
i n t o  t h e  c o m p l e x  L w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  s t a r  c o n d i t i o n .
A s s i g n  t o  e a c h  v e r t e x  a  o f  K a n y  v e r t e x  f ( a )  o f  L  f o r  w h i c h  
t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  i s  s a t i s f i e d ;  | P £ s ( a ) J c  s | f ( a ) J .  
T h e n  f  i s  a  s i m p l i c i a l  v e r t e x  m a p p i n g  o f  K i n t o  L a n d  t h e r e ­
f o r e  c a n  b e  e x t e n d e d  b y  Lemma 8 9  t o  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  f  
o f  t h e  w h o l e  c o m p l e x  K i n t o  t h e  c o m p l e x  L .  T h e n  f  i s  a  
s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  ^  a n d  f u r t h e r m o r e  i f  x  £ | k 1 ,
D L ,  a n d  ^  ( x )  £ D, t h e n  f ( x )  & D .
P r o o f : L e t  x  €  | k | • T h e r e  i s  o n e  a n d  o n l y  o n e  o p e n
s i m p l e x  A *  ( a ^ ,  a ^ ,  • • • »  o f  E  w h i c h  c o n t a i n s  x  a n d
t h e r e  i s  o n e  a n d  o n l y  o n e  o p e n  s i m p l e x  B o f  L w h i c h  c o n t a i n s  
t h e  p o i n t  ^p( x ) . Now x  £  A C  S (  a ^ )  f o r  i ^ O ,  1 ,  r ,
s i n c e  S ( a . ) i s  t h e  s e t - t h e o r e t i c  u n i o n  o f  a l l  o p e n  s i m p l e x e s  
o f  K  w h i c h  h a v e  a ^  a s  a  v e r t e x ,  a n d  A i s  c e r t a i n l y  o n e  o f  
t h e s e  o p e n  s i m p l e x e s .  ■ i î ' u r t h e r m o r e , ^ { x )  £  ^ £ s ( a j ^ ) J .  A l s o  
l f £ s ( a ^ ) ' j c  s £ f ( a ^ ) ] .  - F u r t h e r ,  s i n c e  < P ( x )  £  B ,  t h e  o p e n  
s i m p l e x  B i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  s t a r  s [ ^ f { a ^ ) J  , a n d  t h e r e f o r e  
f ( a ^ )  i s  a  v e r t e x  o f  B .  Now x  i s  a n y  p o i n t  o f  | k |  s o  A i s
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a n  a r b i t r a r y  o p e n  s i m p l e x  o f  K .  H e n c e  f  m a p s  t h e  v e r t i c e s  
o f  a  s i m p l e x  o f  K i n t o  t h e  v e r t i c e s  o f  a  s i m p l e x  o f  L .  T h a t  
i s ,  f  i s  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g .  Now s i n c e  f  i s  a  s i m p l i c i a l  
m a p p i n g ,  we h a v e  t h e  r e l a t i o n  f(X) =  C w h e r e  C i s  a  f a c e  o f  
t h e  c l o s e d  s i m p l e x  B .  Now i f  D i s  a  s i m p l e x  o f  L  w h i c h  c o n ­
t a i n s  ^ ( x )  a n d  T i s  t h e  c o m p l e x  c o n s i s t i n g  o f  D a n d  a l l  i t s  
p r o p e r  f a c e s ,  t h e n  B 6 T s i n c e  ^ { x )  i s  c o n t a i n e d  i n  e x a c t l y  
o n e  o p e n  s i m p l e x  o f  L ,  n a m e l y  B .  T h e r e f o r e  B i s  a  f a c e  o f  
D .  H e n c e  C i s  a  f a c e  o f  D a l s o  a n d  f ( x )  £ f ( X )  * C C D. I t  
m ay  b e  n o t e d  t h a t  t h e  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  f  t o  t h e  c o n ­
t i n u o u s  m a p p i n g  ^  i s  n o t  u n i q u e  s i n c e  t h e r e  m ay  b e  s e v e r a l  
s t a r s  S ( b )  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  * P ] s ( a ) ]  d  S ( b ) ,
T h a t  i s ,  a l t h o u g h  t h e  s t a r  c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d  f o r  ^  i t  
m a y  n o t  b e  u n i q u e l y  s a t i s f i e d .
LEMMA 9 2 ; L e t  K ,  L ,  M b e  t h r e e  c o m p l e x e s ,  a n d  l e t  ^  b e  
c o n t i n u o u s  m a p p i n g s  o f  K i n t o  L a n d  L i n t o  M r e s p e c t i v e l y .
I f  f ,  g  a r e  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n s  t o  ^  a n d  ^  r e s p e c ­
t i v e l y ,  t h e n  g f  i s  a  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  ^  j P .
P r o o f ; I f  a  i s  a  v e r t e x  o f  K ,  t h e n  ^ [ ^ S ( a ) ] c  s j f C a ) " ]  
a n d  t h e r e f o r e  ^ ^ [ " s { a ) ] " ^ C  ^  ^  s £ f ( a ) ] ”̂  G  S ^ g [ f ( a ) ^ ^  , a n d  
t h e r e f o r e  g f  i s  a  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  m a p p i n g
REMARK: T h e  f o l l o w i n g  i d e a s  a r e  a p p l i c a b l e  t o  a b s t r a c t  a s
w e l l  a s  g e o m e t r i c  c o m p l e x e s  a n d  n o  d i s t i n c t i o n  i s  m a d e  i n  
t h e  p r o o f s .
D E F I N I T I O N  8 0 : L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x  K
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i n t o  a  c o m p l e x  L ,  a n d  l e t  = -  iSr ( a^^, a ^ )  b e  a n
o r i e n t e d  s i m p l e x  o f  K .  I f  a l l  t h e  v e r t i c e s  o f  a r e  m a p p e d  
i n t o  d i s t i n c t  v e r t i c e s  o f  L ( t h a t  i s ,  i f  A^ i s  n o t  d e g e n e r ­
a t e  u n d e r  t h e  m a p p i n g  f )  we d e f i n e
A  r
( 4 7 )  f ( A  ) «  , ■bn , , b  ) =*
0 r
w h e r e  f ( a ^ )  ~  b ^ .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  i s  i n  f a c t  d e ­
g e n e r a t e  u n d e r  t h e  m a p p i n g  f  we d e f i n e
( 4 8 )  f ‘( A ^ )  =  0 .
Now i f  X 4" ggA g  4" . . .  +  g  o < ' ( r ) ' ^ ^ o ^ ( r )  r - c h a i n
o f  K  o v e r  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p  G, we  a s s o c i a t e  w i t h  t h e
A ^
c h a i n  x  a  c h a i n  f ( x )  o f  L o f  t h e  s a m e  d i m e n s i o n  a n d  o v e r  t h e
sa m e  g r o u p  G b y  m e a n s  o f  t h e  r e l a t i o n :
( 4 9 )  f ( x )  =  (J&v, ) • • • +  ^  o ^ ( r ) ^ ^ ^ ^ 0 < ( r  ) ^*
We s a y  t h a t  t h e  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  f  i n d u c e s  a  c h a i n  m a p p i n g  
A
f  g i v e n  b y  r e l a t i o n  ( 4 9 ) .
A A A
LEIMA 9 5 : f ( x  -h y )  =  f ( x ) + - f ( y ) .
LEMMA 9 4 : ^  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n :
( 5 0 )  A t U )  =  f (  A x ) .
P r o o f : I f  t h e  l e m m a  i s  t r u e  f o r  x  = A^ i t  w i l l  b e  t r u e
i n  g e n e r a l  f o r  a  c h a i n  x .
T
a )  Now i f  A i s  n o t  d e g e n e r a t e ,  r e l a t i o n  ( 4 7 )
i m p l i e s  t h a t  f ( A ^ )  “  ^  -  é ( - l ) ^ ( b  , b  , . . . ,  , . . . ,  b  ) .
i=- 0 0 1 1 r
M o r e o v e r ,  A^ -  5 ^ 6 ( - l ) ^ ( a ^ ,  a . ,  . . . ,  a  ) .  S i n c e
1=0 0 1 1 r
A^ i s  n o t  d e g e n e r a t e ,  n o n e  o f  i t s  f a c e s  i s  d e g e n e r a t e  a n d
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f(AA^)= 2 f l  e ( - l ) ^ ( b ^ ,   h i ,  . . . ,  b ^ ) =  A  f { Ap) *
i - Q  u J- -L r
b )  L e t  b e  d e g e n e r a t e .
1 )  L e t  f ( A ^ )  h a v e  d i m e n s i o n  r  -  1 .  T h a t
r
i s ,  s u p p o s e  t h a t  e x a c t l y  t w o  v e r t i c e s  o f  A c o r r e s p o n d  t o  a  
s i n g l e  v e r t e x  o f  f ( A ^ )  a n d  l e t  a l l  o f  t h e  o t h e r  v e r t i c e s  o f  
aF  b e  m a p p e d  i n t o  d i s t i n c t  o t h e r  v e r t i c e s .  We m a y  a s s u m e  
w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  f (  a^^) a n d  f  ( ) e a c h  e q u a l  b
a n d  t h a t  a l l  t h e  o t h e r  v e r t i c e s  f ( a ^ )  ^  ^  2 ,  3 ,
r , a r e  d i s t i n c t  a n d  u n e q u a l  t o  b .  Now s i n c e  A^ i s  d e g e n e r -
/ \  _  / \  T.
a t e ,  f ( A  ) =  0  a n d  c o n s e q u e n t l y  A  f ( A  ) 0, T h e r e f o r e  i t
i s  s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  f ( A A ^ ) — 0 ,  T h i s  m a y  b e
•r i
a c h i e v e d  b y  f i r s t  c o n s i d e r i n g  t h a t  A A  =  /  6' ( - l )  ( a ^ ,
i -0 °
a  , . . . ,  a . ,  a ) .  S i n c e  a  a n d  a  a r e  m a p p e d  t o  b ,
1 1 r  0 1
a n y  s i m p l e x  i n  t h e  s u m m a t i o n  c o n t a i n i n g  b o t h  o f  t h e s e  v e r ­
t i c e s  i s  d e g e n e r a t e .  T h u s  t h e r e  a r e  j u s t  t w o  v a l u e s  o f  i  o n  
t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h i s  e q u a t i o n  w h i c h  c o n t r i b u t e  n o n ­
d e g e n e r a t e  s i m p l e x e s .  T h e s e  v a l u e s  o f  i  a r e  0  a n d  1 .  
T h e r e f o r e  a l l  s i m p l e x e s  o t h e r  t h a n  ( a ^ ,  a ^ , . . . ,  a ^ )  a n d
( a  , a  , . . . ,  a ) w h i c h  a p p e a r  i n  t h e  s u m m a t i o n  a r e  d e g e n -
A
e r a t e .  T h e r e f o r e  f ( A ^ )  ^  dr ( t ) ,  b ^ ...................b ^ )  -  é"  ( b ^ ,
^2 * • * • * 0.
3 )  I f  f ( A ^ )  h a s  d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  r  -  1 
t h e n  a l l  o f  i t s  ( r  -  1 ) - f a c e s  a r e  d e g e n e r a t e  a n d  r e l a t i o n
( 4 8 )  i m p l i e s  f ( A A ^ )  =  0 a n d  A f ( A ^ )  =  0.
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o )  T h u s  i n  a n y  c a s e  ^  f ( A  ) -  f ^ ( A  ) .
LEMMA 9 5 ; L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x  K i n t o
a  c o m p l e x  L .  I f  z  i s  a  c y c l e  o f  K ,  t h e n  ^ { z )  i s  a  c y c l e
o f  L .
P r o o f ; L e t  z  b e  a  c y c l e  o f  K .  T h e n  b y  d e f i n i t i o n  o f
c y c l e ,  Z i z  =  0, T h e n  s i n c e  ^ f ( z ) »  f { A z )  b y  t h e  l a s t
A A
l e m m a ,  we h a v e  A f ( z )  =  0 a n d  h e n c e  f ( z )  i s  a  c y c l e  o f  L .
LEMMA 9 6 ; L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x  K  i n t o
/A
a  c o m p l e x  L .  L e t  z^ AJ z  b e  c y c l e s  i n  K .  T h e n  f ( z _ ) A J  
^  X 2 X
' f ( z ^ ) .
2
P r o o f : S i n c e  z  z „  t h e n  z_ -  z  4 x ,  w h e r e  x  i s
A  A
so m e  c h a i n  i n  K .  B y  Lemma 9 3  we h a v e  f { z  -  z  ) := f { z .  ) -  
A, A A A  ̂ 1 2  1
f ( z  ) .  T h u s  f ( z  ) - f ( z  ) *  f ( ^ x ) .  B u t  b y  t h e  l a s t  l e m m a
A ,  A A A - A A  ,
f ( A x ) - 4  f { x ) .  T h u s  f ( z  ) - f ( z  ) «  ^ f ( x ) ,  d n d  f ( z ,  ) a J  
A 1 2  X
f { Z g ) .
COROLLARY: " f [ z ^ ( K ) ] C  Z ^ ( L )  a n d  f [ H ^ ( K ) ] C  H ^ ( L ) .
D E F IN IT IO N  8 1 : L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x
K i n t o  a  c o m p l e x  L ,  l e t  B ^ ( K )  a n d  B ^ ( L )  b e  t h e  r - d i m e n s i o n a l  
B e t t i  g r o u p s  o f  K a n d  L o v e r  a n  a r b i t r a r y  g r o u p  G. I f  z *  & 
B ^ ( K )  a n d  i f  z  i s  a n y  c y c l e  o f  t h e  h o m o l o g y  c l a s s  z * ,  s e t
( 5 1 )  ? ( z * )  =5 [ f ( z ) ' ] * ,
w h e r e  ^ f ( z ) ] *  i s  t h e  h o m o l o g y  c l a s s  o f  B ^ ( L )  w h i c h  c o n t a i n s  
A
t h e  c y c l e  f ( z ) .  I n  t h e  n e x t  l e m m a  i t  w i l l  b e  s h o w n  t h a t  t h e
— —
m a p p i n g  f  o f  B ^ ( K )  i n t o  B ( L )  d e f i n e d  b y  ( 5 1 )  i s  u n i q u e ,  a n d  
t h a t  i t  i s  i n d e e d  a  h o m o m o r p h i s m  o f  B ^ ( K )  i n t o  B ^ ( L ) *  
T h e r e f o r e  f  i s  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  i n d u c e d  h o m o m o r n h i s m  o f
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t h e  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  f .
LEMMA 9 7 ; T h e  m a p p i n g  f  a s  d e f i n e d  a b o v e  i s  u n i q u e  a n d  i s ,
I* 3?
m o r e o v e r ,  a  h o m o m o r p h i s m  o f  B (K )  i n t o  B ( L ) .
P r o o f ; a )  L e t  z  a n d  z  b e  t w o  c y c l e s  o f  z * .  T h e n
/ \  A 1
z  z  • H e n c e  f ( z  f ( z  ) .  T h e r e f o r e  ) f ( z  ) * =
k  ?  /V 1 2 Z . 1 J
f  ( Z g * .  T h u s  f  i s  u n i q u e .
b )  L e t  u * , V* b e  t w o  h o m o l o g y  c l a s s e s  o f  B ^ ( K )
G
s u c h  t h a t  u *  -t* v *  =  w* a n d  s u c h  t h a t  u ,  v  a r e  c y c l e s  o f  u * ,
/V
a n d  V *  r e s p e c t i v e l y .  T h e n  w «  ( u  *4" v )  £  w * ,  a n d  f  (w * )  =*
=  f ( u  +• v ) *  ^ j f f C u )  *f f ( v ) ] * .  T h e  l a s t  e q u a l i t y  
h o l d s  b e c a u s e  f  i s  a  h o m o m o r p h s i m .  T h e  l a s t  t e r m  o f  t h i s  
e q u a t i o n  i s  t h e  h o m o l o g y  c l a s s  c o n t a i n i n g  ^ f ( u )  +■ f ( v ) " | .  
Now t h e  c l a s s  c o n t a i n i n g  a  su m  i s  e q u a l  t o  t h e  sum  o f  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  c l a s s e s  s i n c e  £ f ( u ) +  f { v ) ^ *  i s  a  s u m  i n  a  
f a c t o r  g r o u p .  T h e r e f o r e  £ f ( u )  4» f ( v ) * ^ *  =- £ f ( u ) * j *  "K 
^ f ( v ) ^ * -  f ( u * )  +  f ( v * ) .  T h u s  f ( w* )  *  f { u * ) 4- f ( v * )  a n d  f  
i s  a  h o m o m o r p h s i m .
LEMMA 9 8 : I f  K ,  L ,  M a r e  t h r e e  c o m p l e x e s  a n d  f  a n d  g a r e
s i m p l i c i a l  m a p p i n g s  o f  K i n t o  L  a n d  L i n t o  M r e s p e c t i v e l y  
t h e n  t h e  i n d u c e d  m a p p i n g s  o f  t h e  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  e  =r g f  
s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s
A /V A
( 5 2 )  e  g f
a n d
( 5 3 )  e  5- g f .
P r o o f ; a )  I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  ( 5 2 )  f o r  a n  o r i ­
e n t e d  s i m p l e x  A^ o f  K .
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1 )  I f  i s  n o t  d e g e n e r a t e  u n d e r  e ,  t h e n  
i s  n o t  d e g e n e r a t e  u n d e r  f  a n d  f ( A ^ )  i s  n o t  d e g e n e r a t e
u n d e r  g .  T h e n  c l e a r l y ,  ^ ( A ^ ) -  g ^ ( A ^ ) J .  T h a t  i s ,  r e l a t i o n
( 5 2 )  h o l d s .
2 )  I f  A i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  e  t h e n  e i t h e r  
A^ i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  f  o r  f ( A ^ )  i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  g .
A) I f  A^ i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  f  t h e n  
f ( A ^ )  0 a n d  s j j ( A ^ ) J ^  0 .
B) I f  f ( A ^ )  i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  g  t h e n
g [ f ( A ^ ) " \ =  0 .
T h u s  i n  e i t h e r  c a s e  1 )  o r  2) ' e ( A ^ )  -  0 — 
g f ( A - " ) .
b )  R e l a t i o n  ( 5 2 )  i m p l i e s  r e l a t i o n  ( 5 3 )  b e c a u s e
i f  z *  £, B ^ ( K )  a n d  z  i s  a  c y c l e  o f  z *  t h e n  e'( z * )  -  ^
g l f ( z ) 1 | * =  g " ^ |? (z )l* |=  ' g j f ( z * ) ^ .
D E F I N I T I O N  8 2 : L e t  b e  a  E u c l i d e a n  s p a c e ,  l e t  F  b e  a n y
s e t  o f  p o i n t s  i n  R ^ ,  a n d  l e t  b e  a  p o i n t  o f  R ^ . T h e  p o i n t  
i s  s a i d  t o  b e  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e t
F  i f ,  f o r  a n y  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  x  a n d  y  o f  F ,  t h e  s e g m e n t s
t  K a n d  j u s t  t h e  o n e  p o i n t  ' )^ i n  com m on .  I f
i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e t  F ,  t h e n  
t h e  s e t  o f  a l l  p o i n t s  b e l o n g i n g  t o  s e g m e n t s  ][)(' , aîj , w h e r e  x  
i s  a n y  p o i n t  o f  F ,  i s  c a l l e d  t h e  c o n e  w i t h  v e r t e x  a n d  
b a s e  F ,  a n d  i s  d e n o t e d  b y  V^(F) .
LEMMA 9 9 : I f  i s  i n  g e n e * r a l  p o s i t i o n  / w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
s e t  F  a n d  i f  G c  F ,  t h e n  ) ^ ( G )  F  -  G.
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LEMÆA 1 0 0 ; I f  W i s  a  c o n v e x  b o d y ,  i f  U i s  t h e  s e t  o f  i n t e ­
r i o r  p o i n t s  o f  Vf, i f  V i s  t h e  f r o n t i e r  o f  Vf, a n d  i f  i s  
a n y  p o i n t  o f  U ,  t h e n  7^ i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  
t o  V a n d  W ^  ( V )  .
P r o o f ; T h i s  p r o p o s i t i o n  f o l l o w s  d i r e c t l y  f r o m  Lemma
1 9 .
LEMMA 1 0 1 ;  I f  A^ — ( a  . a ...................a  ) i s  a n  r - s i m n l e x  o f  t h e
-------------------  °  ^  n
n - d i m e n s i o n a l  E u c l i d e a n  s p a c e  R t h e n  A ^  i s  a  c o n v e x  s e t .  
F u r t h e r ,  i f  i s  t h e  s e t  o f  i n t e r i o r  p o i n t s  o f  A ^ ,  i f  
i s  t h e  f r o n t i e r  o f  A ^ ,  a n d  i f  i s  a n y  p o i n t  o f  t h e n  Tj'
i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e t  F ^ " ^ ,  a n d  
A ^ =
O 1 I*
P r o o f : L e t  a  -  ^  a ^ a ^ - f  , , . ®r  ^  *
ytASsLQ't • • •  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f  A^ a n d
l e t  X b e  a n y  p o i n t  o f  t h e  c l o s e d  s e g m e n t  £ a , b ^  . T h e n  x  =• 
o ( a * f p b ,  =  l , < ^ 2ï 0 , 0 , a n d  x  =
• y ^ a ^ « f  . . .  +  " y ^ a ^  w h e r e
( 5 4 )  y i  ^  ^  ^  ^ ^ 1 ,  i  a  0 ,  1 ,  , r .
P p P
Now C  *7? -  2ZZ_ 7\^ -t" I3%Z_ /U?- —  1 .  A l s o
i s o  '  i  = 0 '  r i -0 f  ~
" ^ 0 , b e c a u s e  o ^ ,  ^  -  0 , i  = 0,
1 , . . . ,  r .  T h e r e f o r e  x  £ A^ b y  d e f i n i t i o n  o f  s i m p l e x ,  a n d  
we h a v e  t h e  b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  x  o f  t h e  
c l o s e d  s e g m e n t  [ a , b ^  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  b a r y c e n t r i c  
c o - o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t s  a  a n d  b  b y  r e l a t i o n  ( 5 4 ) .  S i n c e  
a  a n d  b  w e r e  a n y  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  o f  t h e  s i m p l e x  A^ a n d
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s i n c e  x  w a s  a n y  p o i n t  o f  t h e  c l o s e d  s e g m e n t  £ a , b ] ] ,  a n d  s i n c e
we h a v e  s h o w n  t h a t  t h e r e f o r e  x  i s  a  p o i n t  o f  i t  i s  c l e a r
b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  c o n v e x  s e t  t h a t  i s  a  c o n v e x  s e t .  I t  
r e m a i n s  t o  b e  s h o w n  t h a t  i f  7>( i s  a n y  p o i n t  o f  t h e  i n t e r i o r
o f  t h e n  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e
f r o n t i e r  o f  A ^ ,  a n d  t h e  c o n e  =■ A ^ .  C o n s i d e r  C
A^ i s  a  c o n v e x  b o d y  s i n c e  A^ i s  a  c o n v e x  s e t  w h i c h  i s  
c o m p a c t  a n d  w h i c h  c o n t a i n s  b y  a s s u m p t i o n  a t  l e a s t  o n e  i n t e -
. i J» p
r i o r  p o i n t ,  n a m e l y  V  • Now G- i s  t h e  i n t e r i o r  o f  A a n d
i s  t h e  f r o n t i e r  o f  A ^ .  B y  Lemma 1 8  -  F ^ " ^  d
h e n c e  ) ^ { F ^ ” ^ )  O  G^ U  F ^  ^  =  A ^ .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  b y  
Lemma 20 i f  c i s  a n y  p o i n t  o f  A^ a n d  IE, Cl  ̂ ,, t h e r e  e x i s t s  a  
p o i n t  b  €  s u c h  t h a t  c  6 j ] a , 1)] . T h a t  i s ,  A^ C  / l ^ ( F ^  ^ ) .
T h u s  A ^ -  ( F ^ ” ^ ) .
LEMMA 1 0 2 ;  I f  A ^ ^ ^ ( a „ ,  a  , .  . . , a  ) i s  a  s i m p l e x  o f  t h e
---------------------------------  0 1 r
E u c l i d e a n  s p a c e  R ^ ,  t h e n  a  p o i n t  £  R ^  i s  i n  g e n e r a l  p o s i -
r
t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e t  A i f  a n d  o n l y  i f  t h e  s y s t e m
B q ,  a ^ ,  a  , i s  i n d e p e n d e n t .  C l e a r l y  i f  , a ^ ,
t?hKL
a  , . . . ,  a  i s  a n  i n d e p e n d e n t  s e t  t h e n  B =  ( / / ,  a . ,
1 r  I u
a ^ ,  . . . ,  a ^ )  i s  a  s i m p l e x .  F u r t h e r ,  i f  t h e  s e t  ^ , a ^ ,
a ^ ,  . . . ,  a ^  i s  i n d e p e n d e n t ,  t h e n  ) ^ { A ^ )  -
P r o o f : T h e  p r o o f  o f  t h i s  l e m m a  b e g i n s  w i t h  t h e  p r o o f
t h a t  i f  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  A^ t h e n
^ 0* ^ 1* • • • *  i n d e p e n d e n t  s e t  a n d  c o n v e r s e l y .
T h e n  we s h o w  i f  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  A^ 
r  +1
t h e n  B i s  a  s i m p l e x  b y  m e a n s  o f  t h e  a b o v e  s h o r t  p r o o f  a n d
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t h e  d e f i n i t i o n  o f  s i m p l e x .  I t  i s  t h e n  s h o w n  t h a t  t h e  c o n e  
} ^ { a F )  — b y  p o i n t  s e t  i d e n t i t y  m e t h o d s .  F i n a l l y  we
s h o w  t h a t  i f  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e n  ( A ^ )  i s  a  s i m p l e x .
a )  F i r s t  we sh o w  t h a t  i f  ^  i s  i n  g e n e r a l  p o ­
s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e n  ^  , a  , a ...................a  a r e  i n d e -
' 0 1 r
p e n d e n t .  We a c h i e v e  t h i s  b y  s h o w i n g  t h a t  i f  a ^ ,
a ^ ,  . . . ,  a  a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  t h e n  t h e  t w o  s e g m e n t s
ITK * x j  a n d  , X g]  , f o r  x ^  a n d  Xg d i s t i n c t  p o i n t s  o f  A^
c a n n o t  i n t e r s e c t  i n  a  p o i n t  y  d i s t i n c t  f r o m  ^  • T h a t  i s ,  ^
i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  A^ b y  d e f i n i t i o n .
T h i s  i s  d o n e  b y  p r o o f  o f  t h e  c o n t r a p o s i t l v e  s t a t e m e n t .  To
t h i s  e n d  we a s s u m e  t h a t  A^ c o n t a i n s  t w o  d i s t i n c t  p o i n t s  x ^ ,
Xg s u c h  t h a t  t h e  s e g m e n t s  a n d  , X g ^  i n t e r s e c t  i n  a
p o i n t  y  d i s t i n c t  f r o m  .  L e t  t h e  b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s
o f  t h e  p o i n t s  x  , j  =  1 , 2 , b e  d e n o t e d  b y  , 7k ,
J J
7 5̂. T h e n
( 5 5 )  y  =  f t
¥= ! •
S u b t r a c t i n g  r e l a t i o n  ( 5 5 )  f o r  j  a  1  f r o m  r e l a t i o n  ( 5 5 )  f o r  
J a  2 , we o b t a i n
(5 6 )  ( c/g -  P i  ^ > « 0  +  ( f t  ^2 -
f t  Tt-I)&]L + • • •  +  ( P 2 7(2 ■ p i  T i l ) » !  =  y  -  y  -  0.
Now ( ol^  -  ( / ^ )  *  2 ^   ̂ P 2 ^ 2  "  p i  t h e
c o e f f i c i e n t s  o f  ( 5 6 )  a r e  e q u a l  t o  z e r o .  H e n c e  t h e  s e t
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
—94—
* ®̂0* ^ 1* * ' * *  8. l i n e a r l y  d e p e n d e n t  s e t .
b )  We n e x t  s h o w  t h a t  i f  b e i n g  i n  g e n e r a l  
p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  i m p l i e s  t h a t  t h e  p o i n t s  S q , 
a ^ ,  . . .  , a ^  a r e  i n d e p e n d e n t  t h e n  ^ ( A ^ )  ”  We a s s u m e
t h a t  i f  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  A ^ ,  t h e n  
t h e  p o i n t s  a ^ , a ^ ,  • • • »  a r e  i n d e p e n d e n t .  Now i f  x  =
. . .  4- 8 A^ t h e n  a n y  y  £  ^ ( x )  i s  o f
t h e  f o r m  y  -  ^  -f- (f  7l*^a^ +  . . . +
t h i s  i s  s o  t h e n  y  E  b y  d e f i n i t i o n  o f  s i m p l e x  ( d e p e n d i n g
o n  t h e  v e r t i c e s  b e i n g  i n d e p e n d e n t )  b y  t h e  p r e s e n t  a s s u m p t i o n
p r o v i d e d  o n l y  t h a t  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t
t o  A ^ .
1 )  Now l e t  H r  . , . +
b e  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  o f  I f  -  1 ,  t h e n ,  a n d
o n l y  t h e n ,  z  = ^  . A s s u m e  z ' s j t  , T h e n y < ^  ^  1 .  S e t
( 5 7 )  eX -yXA. , 1 , / i -  / ^ / j S  .
T h e n  z  =  o( ^  -f- ^  / \ ° a ^ 4 "  p  Ç, / \ ^ a ^ .  T h e n
z  £ ' ) ^ ( A ^ ) .  H e n c e  B^"*"^ C  3 ^ ( A ^ ) .
2 )  Now l e t  z  b e  a n y  e l e m e n t  o f  ) ^ ( A ^ ) .
T h e n  z  w i l l  b e  o f  t h e  f o r m  z  X  ( ]. -- (>( ) x ,  w h e r e  x  £
A ^ .  T h u s  z  =  ^  X  f  ( 1  -  <K ) ( 7^8]^-+ • • • H- ̂  ^ a ^ ) .
By d e f i n i t i o n  o f  s i m p l e x  z  o b v i o u s l y  b e l o n g s  t o  B ^ ^  =• ( ^ , 
a ^ , a ^ ,  . . . ,  a ^ )  s i n c e  e a c h  c o e f f i c i e n t  i n  t h e  e x p r e s s i o n  
f o r  z  i s  a  n o n n e g a t i v e  n u m b e r ,  a n d  t h e  su m  i s  cj( - h  (1 -  )
( 7 °  +  7  ^  .  f -  > ^ )  ~  e>i +  ( 1  -  (J< ) ( 1 )  =  1 .  T h e r e f o r e
V ( A ^ )  C  B i ' f l .
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3 )  S i n c e  > ^ ( A ^ ) C  a n d  C  > 1 / ( A ^ )  ,
t h e n  ^  ( A ^ )  =
c )  F i n a l l y  we s h o w  t h a t  i f  ^  i s  i n d e e d  i n
g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  A ^ ,  t h e n  , a ^ ,  a ^ ,
a ^  a r e  i n d e p e n d e n t .  T h e  p r o o f  v j i l l  b e  b y  p r o o f  o f  t h e  c o n -  
t r a p o s i t i v e .  We a s s u m e  t h a t  t h e  p o i n t s  a ^ ,  a ^ ,  
a r e  d e p e n d e n t .  T h e n  b y  d e f i n i t i o n  o f  i n d e p e n d e n c e  a n d  b y  
t h e  f a c t  t h a t  a ^ ,  a^^, a ^  a r e  i n d e p e n d e n t  we h a v e :
(5 8) ■v>c-f r\+- •••+ r%* 0,
y +  y O  ^  ^
T  0.
S y s t e m  ( 5 8 )  r e m a i n s  t r u e  i f  m u l t i p l i e d  b y  a n y  a r b i t r a r y  r e a l  
n u m b e r ,  a n d  h e n c e  t h e  c o e f f i c i e n t s  m a y  b e  a s s u m e d  t o  b e  
a r b i t r a r i l y  s m a l l .  Now i f  =■ ^  ^ 1 ^ 1 ^  ' * *  "f" / ^ i ^ r
i s  a n y  i n t e r i o r  p o i n t  o f  A ^ ,  l e t
(59) y = oĈ • • • - h
1,
Now s i n c e  a l l  c o e f f i c i e n t s  i n  r e l a t i o n  ( 5 9 )  a r e  p o s i t i v e ,  we 
m a y  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n  y  = ( ’̂ i  ) - f  ( ^
( + - • • • +  ( ( ^ 1 ^ 1  ^ '^I th  a l l  c o e f f i ­
c i e n t s  p o s i t i v e  b y  a d d i n g  ( 5 8 )  a n d  ( 5 9 )  p r o v i d e d  o n l y  t h a t  
t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  ( 5 8 )  a r e  s m a l l  e n o u g h .  L e t  = ^ 1
- y ,  (^2=. 1  -  P ' s  -  ( ^  y  g .  T h e n  y  —
< ^ s X  - h  f s  >2^0 (̂ s -<-•••-*- 2̂ =
^  +  . .  . - f  / \ g a ^ .  I f  we s e t  -  Xg =  x ,  t h e n
y  =  y  -  ( X g X  4 -  ^ g X .  T h e n  s i n c e  4^ o/g =
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0̂ 2 > vfe h a v e  t w o  d i s t i n c t  e x p r e s s i o n s  f o r  j  £  ( j ^ , x ) .
B u t  ( V ( ,x )  i s  a  1 - s i m p l e x  a n d  s i n c e  o { a n d  ^  a r e  h a r y c e n -  
t r i c  c o - o r d i n a t e s  w i t h  r e s p e c t  t o  i t  t h e  e x i s t e n c e  o f  tw o  
r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  y  £ ( ^ , x )  i s  n o t  p o s s i b l e .  T h e r e f o r e
X g .  A c o n t r a d i c t i o n  t h u s  r e s u l t s  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  
t h a t  , a ^ , a ^ ,  • • • ,  a r e  d e p e n d e n t  a n d  t h e  lem m a i s  
p r o v e d .
LEMMA 1 0 3 : L e t  K b e  a  c o m p l e x  i n  t h e  E u c l i d e a n  s p a c e
a n d  l e t  b e  a  p o i n t  o f  R ^  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  p o l y h e d r o n  | k | .  ^  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e ­
s p e c t  t o  a n y  s i m p l e x  A o f  K .  F u r t h e r m o r e ,  (A)  i s  a  s i m ­
p l e x  i n  R ^ .
P r o o f : i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  | k | .
F u r t h e r m o r e  i s  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  A a n d  
h e n c e  b y  t h e  p r e c e d i n g  l e m m a  (A )  i s  a  s i m p l e x  i n  R ^ .
LEMMA 1 0 4 : L e t  K b e  a  c o m p l e x  i n  t h e  E u c l i d e a n  s p a c e  a n d
l e t  b e  a  p o i n t  o f  R ^  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  p o l y h e d r o n  )k | . T h e n  t h e  s e t  o f  a l l  s i m p l e x e s  o f  t h e  
f o r m  ) ^ ( A ) ,  A £  K ,  a n d  t h e  s e t  o f  f a c e s  o f  t h e  s i m p l e x e s  o f  
t h i s  f o r m ,  f o r m  a  c o m p l e x  w h i c h  we m a y  d e n o t e  b y  ( K ) . 
F u r t h e r m o r e , ,  | > ^ ( K ) |  =  X  ( j z  | ) .
P r o o f ; a )  We n e e d  o n l y  s h o w  t h a t  t h e  s i m p l e x e s  o f  
X ( K )  a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d  t o  p r o v e  t h a t  (K) i s  a  c o m ­
p l e x .  F i r s t  we  n o t e  t h a t  i f  P  a n d  q  a r e  t w o  p r o p e r l y  s i t u ­
a t e d  s i m p l e x e s ,  t h e n  t h e i r  r e s p e c t i v e  b o u n d a r i e s  c o n s i s t  o f  
p r o p e r l y  s i t u a t e d  s i m p l e x e s .  T h e r e f o r e  i t  w i l l  b e
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
-97-
s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  a n y  t w o  s i m p l e x e s  o f  t h e  f o r m  ^ ( A )  
a n d  w h e r e  A ,  B £  K ,  a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d .  Now i f
A B  — 0 , t h e n  %( A) A ^  a n d  ^  i s  t h e i r  common
v e r t e x .  I f  a A  B -  C ,  t h e n  C i s  t h e  common f a c e  o f  A a n d  B
a n d  w e  h a v e  )( (A )  A / { ( B )  ^  J { ( 0 ) .
b )  To  p r o v e  t h a t  j j ^ ( K ) |  *  ^ ( | k | )  we l e t  a £
K .  T h e n  A C  1k | a n d  t h e r e f o r e  J ^ ( A )  C  v< ( ( | k | ) .  H e n c e
|X  ( K ) j  C  } ^ ( | k | ) .  Now i f  y  f  | * t h e n  t h e r e  e x i s t s  a
p o i n t  X  i  \ k \  s u c h  t h a t  y  g ( ) ^ , x )  b y  d e f i n i t i o n  o f  t h e  
c o n e  ( | k | ) .  S i n c e  x  i s  a n  e l e m e n t  o f  so m e  s i m p l e x  A o f  K 
we k n o w  t h a t  y  £ > ^ ( a ) .  T h u s  ){  ( | k | )  C |X (K)  | .
c )  S i n c e  > < ' ( | k | )  C  | X  ( K ) |  a n d  | ; < ( K ) l C  
X( k } ) ,  t h e n  X (  k l  ) -  |V < K ) |  .
LEMMA 1 0 5 : L e t  K b e  a  c o m p l e x  i m b e d d e d  i n  t h e  E u c l i d e a n
s p a c e  R ^ ,  a n d  l e t  ^  t e  a  p o i n t  i n  g e n e r a l  p o s i t i o n  w i t h
r e s p e c t  t o  t h e  p o l y h e d r o n  I H  . I f  A^ =  6  ( a  , a _ , a  )
' • 0  1  r
i s  a n y  o r i e n t e d  s i m p l e x  we m a y  d e n o t e  b y  t h e  o r i e n t e d
s i m p l e x  6  ( ^  o f  t h e  c o m p l e x  X  (K) - I f
=  g ^ A ^  +  ggA g  +  . . .  - f  i s  a n y  r - c h a i n  o f  K  w i t h  c o e f ­
f i c i e n t  g r o u p  G a n d  i f  X ( x ^ )  =  g ^  g g  X  ( . . .  *^
gj^ » t h e n  i s  a n  ( r  4- 1 ) - c h a i n  o f  X  o v e r  t h e
c o e f f i c i e n t  g r o u p  G. F u r t h e r m o r e ,  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  
a r e  s a t i s f i e d :
( 6 0 )  ~ M , A { x ^ ) ,  r  >  0
( 6 1 )  / ) ) <  (x° )  =  x °  -  I ( x ° ) ( > ^  ) .
P r o o f  : i s  a n  ( r  H- 1 )  - c h a i n  o f  o"^or  t h e
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c o e f f i c i e n t  g r o u p  G b y  d e f i n i t i o n  o f  c h a i n .  T h e  r e l a t i o n s
( 6 0 )  a n d  ( 6 1 )  a r e  o b v i o u s  f o r  =  A ^ ,  i  =  1 ,  2 ,  k .
T h e  r e l a t i o n s  m ay  b e  e x t e n d e d  t o  a n  a r b i t r a r y  c h a i n  x ^  
t h r o u g h  m u l t i p l i c a t i o n  o f  e a c h  t e r m  b y  t h e  a p p r o p r i a t e  g ^  
a n d  t h e n  s u m m i n g  o v e r  i .
THEOREM 1 2  ; L e t  b e  a n  r - s i m p l e x ,  l e t  b e  t h e  c o m p l e x
c o n s i s t i n g  o f  a l l  o f  t h e  p r o p e r  f a c e s  o f  A ^ ,  a n d  l e t  T^ b e  
t h e  c o m p l e x  c o n s i s t i n g  o f  a l l  o f  t h e  f a c e s  o f  A ^ ,  i n c l u d i n g  
A^ i t s e l f .  T h e n  e v e r y  s - c y c l e  z®,  s  ^  0 ,  o f  T ^  i s  h o m o l o ­
g o u s  t o  z e r o .  F u r t h e r m o r e ,  e v e r y  s - c y c l e  z ® ,  0 <  s  <
( r  -  1 )  i n  i s  h o m o l o g o u s  t o  z e r o ,  a n d  e v e r y  ( r  -  1 ) -
c y c l e  ( r  -  1 )  ^  0 ,  i n  i s  o f  t h e  f o r m  z ^  ^  =
g A ( A ^ ) ,  w h e r e  g  i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p  
c h o s e n  a n d  A^ i s  t h e  o r i e n t e d  s i m p l e x .
P r o o f : We m a y  a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t
Yi XX
t h e  s i m p l e x  A =  ( a . , a , , . . . ,  a  ) i s  i m b e d d e d  i n  R a n d
O '  1  * r
t h a t  a  p o i n t  e x i s t s  s u c h  t h a t  t h e  s y s t e m  } ^ , S q ,  a ^ ,  . . . ,  
a ^  i s  i n d e p e n d e n t .  We d e f i n e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  f  o f  t h e  
c o m p l e x  ) ^ ( T ^ )  i n t o  t h e  c o m p l e x  T ^  b y  l e t t i n g  f  ( ) ^ )  =" a ^ ,  
f  ( ) — a ^ , i  =  0 ,  1 ,  . . .  , r . Now i f  z ® ,  s  >  0 ,  i s  a n y
c y c l e  o f  T ^ ,  s e t  v  =  ( z ^ )  s o  t h a t  A v  =  z® . T h i s  i s  p o s ­
s i b l e  b y  r e l a t i o n  ( 6 0 )  o f  Lemma 1 0 5 .  T h e n  z® i s  h o m o l o g o u s  
t o  z e r o  i n  ) ^ ( T ^ ) ,  a n d  * f ( z ®)  =  z® b y  c o n s t r u c t i o n .  A l s o ,  
s i n c e  z® = s  ^ ( z ® )  — A  ]T( v )  =  ^ (  A  v )  =  A f ^ ( v )  =  A u  f o r  s o m e  
c h a i n  u  o f  T ^ ,  t h e n  z ^  i s  h o m o l o g o u s  t o  z e r o  i n  T ^  a l s o .
Now i f  z ® , i s  a n y  c y c l e  o f  S ^ " ^ ,  t h e n  z® a  ^ ( u )  w h e r e  u  i s
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so m e  c h a i n  o f  T ^ ,  i f  s  <  ( r  -  1 ) ,  t h e n  t h e  c h a i n  u  i s  c o n ­
t a i n e d  i n  b y  h y p o t h e s i s  a n d  t h e r e f o r e  z® i s  h o m o l o g o u s
t o  z e r o  i n  H o w e v e r ,  i f  s  =  r  -  1 ,  t h e n  s i n c e  c o n ­
t a i n s  p r e c i s e l y  o n e  s i m p l e x  o f  d i m e n s i o n  r ,  we h a v e  u  =  
g A ^ ,  w h e r e  h e r e  A^ m a y  d e n o t e  e i t h e r  o f  t h e  t w o  p o s s i b l e  
o r i e n t a t i o n s  o f  A ^ .  I f  u  =  g A ^ ,  t h e n  z ^ “ ^  =  g  A ( A ^ ) .
REMARK: Z e r o - d i m e n s i o n a l  h o m o l o g i e s  i n  t h e  c o m p l e x e s  a r e
c o n s i d e r e d  i n  l i g h t  o f  t h e  i d e a s  c o n t a i n e d  i n  t h e  m a t e r i a l  
c o m m e n c i n g  w i t h  D e f i n i t i o n  6 3  a n d  e n d i n g  w i t h  T h e o r e m  8 .  We
Tm a y  a l s o  n o t e  t h a t  T i s  a l w a y s  a  c o n n e c t e d  s e t ,  a n d  t h a t
i s  a  c o n n e c t e d  s e t  e x c e p t  w h e n  r  -  1  ~  0 ,  i n  w h i c h  c a s e  
r  =  1  a n d  c o n s i s t s  o f  t w o  p o i n t s .
DEFIITITIO N 8 5 : L e t  K b e  a  g e o m e t r i c  c o m p l e x  i m b e d d e d  i n  t h e
E u c l i d e a n  s p a c e  R ^ .  We d e f i n e  t h e  c o m p l e x  K * , i m b e d d e d  a l s o  
i n  R ^ ,  t o  b e  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  K i n  t h e  f o l l o w ­
i n g  m a n n e r  : i f  K i s  a  0 - c o m p l e x ,  l e t  K* =  K .  I f  K i s  n o t
a  0 - c o m p l e x ,  a s s u m e  t h a t  K i s  a n  ( n  -+- 1 ) - c o m p l e x ,  n  =  0 ,
1 .................  A s s u m e  f u r t h e r  t h a t  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f
a n  a r b i t r a r y  n - c o m p l e x  h a s  b e e n  d e f i n e d  a l r e a d y  s a t i s f y i n g  
t h e  f o l l o w i n g  t w o  c o n d i t i o n s :
a) 1p »| = )p|
b )  i f  q  i s  a  s u b c o m p l e x  o f  P ,  t h e n  q» i s  a  
s u b c o m p l e x  o f  p » ,
T h e n  t o  d e f i n e  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  
a n  { n 1 ) - c o m p l e x  K ,  we l e t  M b e  t h e  n - s k e l e t o n  o f  K ,  we 
l e t  Ag"^^, . . .  , A ^ " ^  b e  t h e  s e t  o f  a l l
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f n  '+■ 1 ) - s i m p l e x e s  o f  K ,  we l e t  b e  t h e  s e t  o f  a l l  p r o p e r  
f a c e s  o f  Sj_ C  M, a n d  we l e t  b e  t h e  p o i n t  o f
w h o s e  b a r y c e n t r i c  c o - o r d i n a t e s  a r e  a l l  e q u a l  t o  l / ( n  +  S ) ,
We d e f i n e  ^  t o  h e  t h e  b a r y c e n t e r  ( o r  m e r e l y :  c e n t e r ) o f
S i n c e  i s  a n  n - c o m p l e x ,  b y  a s s u m p t i o n  i t s  b a r y ­
c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  i s  a l r e a d y  d e f i n e d *  F u r t h e r m o r e ,  
) ^ ( S ^ )  i s  a  c o m p l e x  b y  Lemma 1 0 1 .  F i n a l l y  we d e f i n e  K* t o  
b e  t h e  s e t  o f  a l l  s i m p l e x e s  c o n t a i n e d  i n  t h e  c o m p l e x e s  M* 
a n d  ^  ) ,  1 1 ,  2 ,  • • * ,  k  *
LEMMA 1 0 6 : K* a s  d e f i n e d  a b o v e  i s  a  c o m p l e x .  K* s a t i s f i e s
c o n d i t i o n s  a )  a n d  b )  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  b a r y c e n t r i c  s u b ­
d i v i s i o n .
P r o o f ; a )  T o  p r o v e  t h a t  K* i s  a  c o m p l e x  we m u s t  s h o w  
f i r s t  t h a t  K '  s a t i s f i e s  t h e  f i r s t  r e q u i r e m e n t  o f  a  c o m p l e x ,  
t h a t  i s ,  t h a t  i f  A i s  a  s i m p l e x  o f  K* , t h e n  e v e r y  f a c e  o f  A 
i s  a l s o  i n  K * . T h i s  i s  c l e a r ,  b e c a u s e  K» i s  t h e  s e t  o f  a l l  
s i m p l e x e s  c o n t a i n e d  i n  t h e  c o m p l e x e s  M’ a n d  ^ ( 8 ^ ) ,  i  =  1 ,  
2 ,  . . . ,  k .  We r e c a l l  t h a t  i s  t h e  s e t  o f  a l l  p r o p e r  f a c e s  
o f  t h e  ( n  4 "  1,) - s i m p l e x e s  o f  K .  S e c o n d l y ,  we m u s t  s h o w  t h a t  
e v e r y  t w o  s i m p l e x e s  o f  K a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d .  To  t h i s  e n d  
we l e t  p  a n d  Q b e  t w o  s i m p l e x e s  o f  K* a n d  we c o n s i d e r  t h e  
f o l l o w i n g  t h r e e  p o s s i b l e  c a s e s :
1 )  P  a n d  Q; a r e  c o n t a i n e d  i n  . I n  t h i s  
c a s e  P  a n d  Q, a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d  b e c a u s e  M* i s  a  c o m p l e x  
b y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  b a r y c e n t r i c  
s u b d i v i s i o n .
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2 )  P  6  q  ^  > { ^ ( S ’ ) .  I n  t h i s  c a s e  we
n e e d  o n l y  c o n s i d e r  t h e  c a s e  o f  t h e  f o r m  Q £  , w h e r e
B S ]  , s i n c e  a l l  s i m p l e x e s  o f  ( S !  ) a r e  f a c e s  o f  s i m -
I I
p l e x e s  o f  t h e  f o r m  K ^ ( B } ,  B £  S ^ .  Now s i n c e  P  C (M»j ^  |Mj 
a n d  s i n c e  V  ( B )  C L  t h e n  c l e a r l y  P  Q , C  \u\ =
I 1  J .  1
A l s o  ) ^ ^ ( B )  n  B i m p l i e s  t h a t  P / 1  G C  P  A  B .
F u r t h e r m o r e ,  p  a n d  B a r e  p r o p e r l y  s i t u a t e d  s i n c e  t h e y  a r e  
s i m p l e x e s  o f  M’ . T h e r e f o r e , b y  Lemma 3 5 ,  P  q n d  q  a r e  
p r o p e r l y  s i t u a t e d .
S)  P  £  Q £  I f  i  -  j
t h e n  P  a n d  Q a r e  c l e a r l y  p r o p e r l y  s i t u a t e d ,  s i n c e  t h e y  a r e  
c o n t a i n e d  i n  t h e  s a m e  c o m p l e x .  I f  i ^ j ,  t h e n  we a s s u m e  
t h a t  P  -  Y i t A )  , A £  ( S ^ )  , q  =  > { j ( B ) ,  B €  8* a n d  we h a v e  
P  C  Q, C  A j" ^ ^ ,  P  / O  Q C Now s i n c e  i  j ,
we h a v e  A ^ “̂ ^  C L  | s ^ (  D  j s j  | .  T h e r e f o r e  P  D q C  | 8 ^  | / ^
] p . \ .  H e n c e  p / ^ Q =  P / q  q H  | s h  Now F  A  |  =
)^ j^(A) n  | S i |  =» A a n a  Q /H I *  f l  | S j  [ =  B ,  a n d
h e n c e  p  =  A B .  T h e r e f o r e  P  a n d  Q a r e  p r o p e r l y  s i t u ­
a t e d  b y  Lemma 3 5  b e c a u s e  A a n d  B ,  b e i n g  i n  M » , a r e  p r o p e r l y  
s i t u a t e d .
b )  To  p r o v e  t h a t  K* s a t i s f i e s  c o n d i t i o n s  a )  
a n d  b )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  
a n  ( n  4 - 1 ) - c o m p l e x  K we n o t e  f i r s t  t h a t
1 )  =  U . . . U  A^+:^
a n d  t h a t  \k *\ -  |m*1 ( J  l V l < S i ) | ( J  | V 2  ̂ | ^  • U
. Now b y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  o f  t h e
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d e f i n i t i o n ,  | m | =  \  . B y  Lemma 1 0 1 ,  Lemma 1 0 3 ,  a n d
Lemma 1 0 4  we k n o w  t h a t  — l ^ i ^ ^ i ^ j *  T h e r e f o r e  | K j —
| k * I a n d  K* s a t i s f i e s  c o n d i t i o n  a )  o f  t h e  d e f i n i t i o n .
2 )  S e c o n d l y ,  we l e t  L b e  a n y  s u b c o m p l e x
o f  K a n d  we l e t  N b e  t h e  n - s k e l e t o n  o f  L .  L e t  A^"^^,
A ^ " ^ ,  • • • »  b e  t h e  s e t  o f  a l l  ( n - f -  1 ) - s i m p l e x e s  o f  L .P
Now L* c o n s i s t s  o f  a l l  t h e  s i m p l e x e s  c o n t a i n e d  i n  t h e  c o m ­
p l e x e s  N» a n d  > / . ( S » ) ,  j  =■ 1 ,  2 ,  . . . ,  p .  Now N* i s  a  s u b -
' J  J
c o m p l e x  o f  M* b e c a u s e  o f  t h e  f a c t s  t h a t  N i s  a  s u b c o m p l e x  
o f  M a n d  t h a t  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  h o l d s .  T h e r e f o r e ,
L* i s  a  s u b c o m p l e x  o f  K* s i n c e  p  ^  k .  T h u s  f i n a l l y ,  K* 
s a t i s f i e s  c o n d i t i o n  b )  o f  t h e  d e f i n i t i o n .
LEMMA 1 0 7 : L e t  K  b e  a  c o m p l e x  i n  a n d  l e t
( 6 2  ) Aq , A-|_, • • • » A^
b e  a n y  s e q u e n c e  o f  s i m p l e x e s  o f  K i n  w h i c h  A. i s  a  p r o p e r
f a c e  o f  A ^ , i =  0 ,  1 ,  . . .  , ( r  -  1 ) .  T h e n
( 6 3 )  ( ( T g , (T" 2 * • • • »
i s  a  s i m p l e x  o f  K * , w h e r e  (5^^ i s  t h e  b a r y c e n t e r  o f  A^« 
C o n v e r s e l y ,  e v e r y  s i m p l e x  P  o f  K* c a n  b e  s h o w n  t o  b e  a  s i m ­
p l e x  o f  t h e  f o r m  ( 6 3 )  w h e r e  e a c h  i s  t h e  b a r y c e n t e r  o f
a n d  w h e r e  ( 6 2 )  i s  a  s e q u e n c e  o f  s i m p l e x e s  o f  K s u c h  t h a t  
A^_^^ i s  a  p r o p e r  f a c e  o f  A ^ ,  i  ==■ 0 ,  1 ,  . . . ,  ( r  -  1 ) .
P r o o f : T h e  p r o o f  o f  t h i s  l e m m a  i s  b y  i n d u c t i o n  o n  t h e
d i m e n s i o n  o f  K .  We r e t a i n  t h e  n o t a t i o n  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f
b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n .
a )  I f  t h e  d i m e n s i o n  o f  A^ i s  l e s s  t h a n  n  +•  l
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t h e n  a l l  o f  t h e  s i m p l e x e s  o f  ( 6 2 )  a r e  c o n t a i n e d  i n  M, a n d  
h e n c e  ( 6 3 )  i s  a  s i m p l e x  o f  M’ C .  K ’ b y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e ­
s i s  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n .  I f  t h e  
d i m e n s i o n  o f  i s  n  *+ 1  t h e n  =" A ^ ^ , a n d  (T^  — I f
r  =  0 ,  ( CTq ) £  ^ ^ ( S £ )  C  K * . I f  r  0 ,  t h e n  t h e  s e q u e n c e  
( 6 2 )  i s  c o n t a i n e d  i n  S .  b y  d e f i n i t i o n  o f  S a n d  t h e n  A =
4- 1
( ( f ' ^ ,  ( T g ,  . .  ( T ^ )  i s  a  s i m p l e x  o f  b y  t h e  i n d u c t i v e
h y p o t h e s i s  a n d  t h e r e f o r e  ^ ^^ (A )  -  ( ( T ^ ,  OT^) i s  a
s i m p l e x  o f
b )  C o n v e r s e l y ,  i f  P  i s  a  s i m p l e x  i n  K* t h e n  
t w o  c a s e s  m a y  o c c u r .  E i t h e r  P  £  M’ i n  w h i c h  c a s e  P  i s  
c l e a r l y  d e t e r m i n e d  b y  ( 6 2 )  b y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s ,  o r  
t h e  s e c o n d  o f  t h e  t w o  p o s s i b l e  c a s e s  w i l l  o c c u r  a n d  P  é  
^ ^ ( S î ) .  S u b o r d i n a t e  t o  t h i s  s e c o n d  p o s s i b l e  c a s e  t h e r e  a r e  
t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  s u b c a s e s :
1 )  i f  P  S*  ̂ t h e n  P  C  M» ,
2 )  i f  P  =■ ( t h e n  t h e  s e q u e n c e  c o n s i s t ­
i n g  o f  t h e  s i n g l e  s i m p l e x  A f" t^  d e t e r m i n e s  P ,
3 )  i f  P  =  l ^ ^ ( A ) ,  w h e r e  A C S ^ ,  t h e n  A i s  
d e t e r m i n e d  b y  s o m e  s e q u e n c e  A^^, A ^ ,  . . . ,  o f  f a c e s  o f  S^  
b e c a u s e  o f  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s ,  a n d  P  i s  t h e n  d e t e r ­
m i n e d  b y  t h e  s e q u e n c e  A ^ " ^ ,  A ^ ,  A ^ ,  . . . ,  A ^ .
D E F IN IT IO N  8 4 : L e t  K b e  a n  a r b i t r a r y  g e o m e t r i c  c o m p l e x ,  l e t
=  K ,  a n d  d e f i n e  t o  b e  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n
o f  . T h e n  t h e  c o m p l e x  i s  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i ­
v i s i o n  o f  o r d e r  m o f  K ( o r  l e s s  e x p l i c i t l y :  a  s u b d i v i s i o n ) .
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We s h a l l  h a v e  o c c a s i o n  t o  d i s c u s s  s u b d i v i s i o n s  o f  c o m p l e x e s  
w i t h o u t  t h e  n e c e s s i t y  o f  m e n t i o n i n g  t h e  o r d e r  o f  t h e  s u b d i ­
v i s i o n ,  a n d  i n  s u c h  a  c a s e  we s h a l l  u s e  K w i t h  a  l o w e r  c a s e  
G r e e k  s u p e r s c r i p t  t o  s i g n i f y  t h e  s u b d i v i s i o n  u n d e r  c o n s i d e r ­
a t i o n .  S i n c e  i n  s u c h  a  s i t u a t i o n  t h e  s u p e r s c r i p t  w i l l  n o t
i n d i c a t e  a  p a r t i c u l a r  i n t e g e r ,  i f  K a n d  K a r e  d i s t i n c t
1  2  ^  .
c o m p l e x e s  t h e n  t h e i r  r e s p e c t i v e  s u b d i v i s i o n s  a n d
n e e d  n o t  b e  o f  l i k e  o r d e r ,
THEOREM 1 5 : L e t  K b e  a n  r - c o m p l e x  i m b e d d e d  i n  R ^ .  I f  t h e
d i a m e t e r  o f  e v e r y  s i m p l e x  o f  K d o e s  n o t  e x c e e d  s o m e  p o s i t i v e  
n u m b e r  ^  , t h e n  t h e  d i a m e t e r s  o f  t h e  s i m p l e x e s  o f  c a n
b e  m a d e  a r b i t r a r i l y  s m a l l  b y  t a k i n g  a  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  m .
P r o o f : B y  Lemma 5 8  t h e  d i a m e t e r  o f  a n y  s i m p l e x  o f
=  K ’ d o e s  n o t  e x c e e d  t h e  l e n g t h  o f  i t s  1 - s i m p l e x  o f  
m a x im u m  l e n g t h .  L e t  («T 'q , b e  a n y  1 - s i m p l e x  o f  K» ,
w h e r e  i s  t h e  c e n t e r  o f  a  s i m p l e x  -  ( a ^ ,  a^," , . ,  a ^ ) ,
a n d  (T-j^ i s  t h e  c e n t e r  o f  a  p r o p e r  f a c e  =  ( a ^ ,  a ^ ,  . , . ,  
a ^ )  o f  Aq ,  T h i s  i s  p o s s i b l e  b y  Lemma 1 0 7 ,  I f  A =
a  , , , ,  a  ) a n d  CT* i s  t h e  c e n t e r  o f  A t h e n  b y  Lemma 1 0 1 ,
® r* —̂
r e l a t i o n  ( 5 4 ) ,  c l e a r l y  =  | ^ ( t  4- l ) / (  s  4- 1 ) J C T ^  +
I j s  -  t ) / ( 8  4- i Q c r '  . T h e r e f o r e  t h e  p o i n t  CTq d i v i d e s  t h e  
s e g m e n t  i n  t h e  r a t i o  ( s  -  t ) / ( t  4- 1 ) ,  a n d  h e n c e
(Tg, (T^)= £ ( s  -  t ) / ( s  + 1 ) ] ^ ( cr^.o ' ) .  But p ( a ^ , ( T )  
d o e s  n o t  e x c e e d  t h e  d i a m e t e r  o f  Aq b e c a u s e  ( T ^  a n d  (T" a r e  
c o n t a i n e d  i n  A q ,  a n d  t h e r e f o r e  ^  (Tj^) 6  j j s  -  t ) / ( s 4 -
T h u s  t h e  d i a m e t e r  o f  a n y  1 - s i m p l e x  o f  K '  d o e s  n o t
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e x c e e d  s i n c e  0 ^  s  r  a n d  0 -  t  £  s  -  1 .
T h e r e f o r e  t h e  d i a m e t e r  o f  a n y  r - s i m p l e x  o f  K* d o e s  n o t  e x ­
c e e d  [ r / ( r  + 1 b y  Lemma 5 8 .  Now s i n c e  t h i s  a r g u m e n t
h o l d s  f o r  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  a n y  c o m p l e x ,  e v e n  a  
c o m p l e x  w h i c h  i s  a  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  i t s e l f ,  t h e  d i a m ­
e t e r  o f  e v e r y  s i m p l e x  o f  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o
| r / ( r  4  •
D E F I N I T I O N  8 5 ; L e t  K b e  a  c o m p l e x  o f  a r b i t r a r y  d i m e n s i o n .
L e t  K* b e  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  K .  I f  x  i s  a
0 - c h a i n  o f  K we d e f i n e  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  x ’ o f  t h e
c h a i n  x  t o  b e  x* =  x .  F o r  c h a i n s  o f  h i g h e r  d i m e n s i o n  t h a n
z e r o ,  we  a s s u m e  t h a t  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  t h e
n - c h a i n s  o f  K h a s  b e e n  d e f i n e d  a n d  we d e f i n e  t h e  b a r y c e n t r i c
s u b d i v i s i o n  o f  A  w h e r e  A i s  a n  o r i e n t e d  ( n  4 -  1 ) - s i m p l e x  o f
K .  We l e t  X =  A ,  we l e t  S b e  t h e  s e t  o f  a l l  p r o p e r  f a c e s  o f
A a n d  we l e t  ^  b e  t h e  c e n t e r  o f  A .  T h u s  ) ^ ( S M  C. K ’ . Now
b y  t h e  h y p o t h e s i s ,  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  ( A  A ) * o f  t h e
b o u n d a r y  A A  o f  A h a s  a l r e a d y  b e e n  d e f i n e d  b e c a u s e  ( A  A) * i s
a  c h a i n  o f  S* .  Now s e t  A* S' A ) ^  a s  i n  Lemma 1 0 5  a n d
l e t  X» “  g-A *  +  g„A» +  . . .  +  g - A*  w h e n e v e r  x  =  g^An f
J .  1  ^ 6  K  K  M ^
gpA  +  . . .  4- g  A, i s  a n  ( n  -t" 1 )  - c h a i n  o f  K .
* K: K
LEMMA 1 0 8 : A n y  c h a i n  x  o f  K s a t i s f i e s  t h e  r e l a t i o n
( 6 4 )  A ( x *  ) =  ( A x )  » .
p r o o f ; T h e  l e m m a  i s  o b v i o u s  f o r  a  0 - c h a i n .  A s s u m e  
t h a t  i t  i s  t r u e  f o r  a n  a r b i t r a r y  n - c h a i n .  C l e a r l y
( 6 5 )  A  A'  ( 6 A ) '  -  ; i j ' | 4 ( ^ A ) ' ] .
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Now A  A I s  n - d i m e n s i o n a l  a n d  t h u s  b y  t h e  a s s u m p t i o n  A ( A  A)* 
=  ( A A  A) * — 0 .  T h e r e f o r e  r e l a t i o n  ( 6 5 )  i s  o f  t h e  sa m e  
f o r m  a s  ( 6 4 ) .  H e n c e  t h e  r e l a t i o n  i s  t r u e  f o r  a n  o r i e n t e d  
( n  4- 1 ) - s i m p l e x  a n d  b y  e x t e n s i o n  i s  t r u e  f o r  a n y  ( n  4- 1 )  -  
c h a i n .
D E F IN IT IO N  8 6 ; I f  i s  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f
o r d e r  m o f  K ,  we d e f i n e  x ^ ^ ^  i n d u c t i v e l y  b y  l e t t i n g  x ^ ^ ^ =  x
a n d  ( x ^ ^ ^ ) » .  I f  d e n o t e s  t h e n  we l e t  x ^
d e n o t e  x ^ ^ ^ .
LEMMA 1 0 9 ; ^ ( x ^  ) % ( A x ) ^  .
P r o o f ; T h i s  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  Lemma 1 0 8 .
LEMMA 1 1 0 : I f  z  i s  a  c y c l e  o f  K t h e n  i s  a  c y c l e  o f  .
o(I f  z  a n d  z  a r e  h o m o l o g o u s  c y c l e s  i n  K t h e n  z  a n d  z „  a r e  
J- 2 X u
h o m o l o g o u s  c y c l e s  i n  .
P r o o f : T h i s  l e m m a  i s  a n  i m m e d i a t e  c o n s e q u e n c e  o f
Lemma 1 0 9 .
THEOREM 1 4 ; L e t  K  b e  a n y  c o m p l e x ,  a n d  l e t  b e  a  s u b ­
d i v i s i o n  o f  K .  I f  ~z i s  a n y  r - d i m e n s i o n a l  h o m o l o g y  c l a s s  o f  
K a n d  z  i s  a n y  c y c l e  b e l o n g i n g  t o  "z t h e n  we d e n o t e  t h e  
h o m o l o g y  c l a s s  o f  w h i c h  c o n t a i n s  t h e  c y c l e  z ^  b y  z®”. •
T h e n  "z i s  m a p p e d  i n t o  ^  b y  a  s i n g l e - v a l u e d  m a p p i n g  a n d  a n  
i s o m o r p h i s m  o f  B ^ ( E )  o n t o  B ^ ( E  ^ )  .
P r o o f : T h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  i s  b a s e d  o n  t w o  l e m m a s
w h i c h  f o l l o w .
LEMMA 1 1 1 : I f  E  i s  a  c o m p l e x ,  E ^  a  s u b d i v i s i o n  o f  E  a n d  x
a  c h a i n  o f  E  ^  w h o s e  b o u n d a r y  ^  x  i s  o f  t h e  f o r m  x  =  z ° ^  ,
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■where z  i s  a  c y c l e  o f  K ,  t h e n  t h e r e  i s  a  c h a i n  y  o f  K w h o s e  
b o u n d a r y  i s  z  a n d  s u c h  t h a t  x  -  y ^  i s  a  c y c l e  h o m o l o g o u s  t o  
z e r o  i n
P r o o f ; T h e  p r o o f  o f  t h i s  l e m m a  i s  b a s e d  o n  t h e  f o l l o w ­
i n g  l e m m a .
LEMMA 1 1 2  ; Lemma 1 1 1  i m p l i e s  T h e o r e m  1 4 .
P r o o f  : I f  ^ ( z )  =. z*^ t h e n  a s s i g n s  a n  e l e m e n t  o f
B ^ ( K ^  ) t o  e a c h  e l e m e n t  o f  B ^ ( K )  . I t  i s  c l e a r  t h a t  i s  a  
h o m o m o r p h i s m  o f  B ^ {K )  i n t o  B ^ ( K ^ ) .  I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  
l e m m a  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  ^  i s  a n  i s o m o r p h i s m  o f  
B ^ ( K )  o n t o  B ^ ( K * ^ ) .  We p r o v e  f i r s t  t h a t  i s  a n  i s o m o r ­
p h i s m  o f  B ^ ( K )  o n t o  a  s u b s e t  ( w h i c h  we s h a l l  s u b s e q u e n t l y  
p r o v e  n o t  t o  b e  p r o p e r )  o f  B ^ ( K ^  ) .  Now i f  z ^  =  0 t h e n  
z ^ r V  0  i n  . T h a t  i s ,  a  c h a i n  x  o f  e x i s t s  s u c h  t h a t
A x =  z  .  B y  Lemma 1 1 1  t h e n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c h a i n  x  
t h e r e  e x i s t s  a  c h a i n  y  o f  K s u c h  t h a t  A  y  =  z .  T h a t  i s ,  
s u c h  t h a t  z A > 0  i n  K o r  z — 0 .  T h u s  ^  ( z )  — 0 i m p l i e s  z  =
0 ,  T h u s  Y  i s  a n  i s o m o r p h i s m .  S e c o n d l y  we p r o v e  t h a t  f  i s  
a  m a p p i n g  o f  B ^ ( K )  o n t o  B ^ ( K ^ ) .  S u p p o s e  t h a t  r  i s  a n  e l e ­
m e n t  o f  B ^ ( K ^ ) .  T h a t  i s ,  r  i s  a  c l a s s  o f  c o s e t s  o f  h o m o l o -
g o u s  c y c l e s  o f  K . L e t  x  b e  a n  e l e m e n t  o f  r .  I f  we r e p r e -
oC
s e n t  t h e  t r i v i a l  c y c l e  o f  K b y  0 ,  t h e n  A  x  = 0 b e c a u s e  x  
i s  a  c y c l e  o f  K . T h u s  Lemma 1 1 1  i s  a p p l i c a b l e  w i t h  z  — 0 .  
T h e r e f o r e  t h e r e  e x i s t s  a  c h a i n  y  o f  K s u c h  t h a t  A y  =  0 a n d  
s u c h  t h a t  X -  y ^  r J  0  i n  E  . C l e a r l y  ^ ( u )  — r  w h e r e  u  i s  
t h e  h o m o l o g y  c l a s s  o f  K w h i c h  c o n t a i n s  y .  T h e r e f o r e  ^  m a p s
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B ^ ( K )  o n t o  a l l  o f  ) .  ^ e n c e  Lemma 1 1 1  i m p l i e s  T h e o r e m
1 4 .
REMARK: We n o w  p r o v e  Lemma 1 1 2 :
o(
P r o o f : T h e  p r o o f  w i l l  b e  l i m i t e d  t o  t h e  c a s e  o f  K —
K* s i n c e  a n  o b v i o u s  i n d u c t i o n  o n  t h e  o r d e r  o f  t h e  s u b d i v i ­
s i o n  w i l l  e x t e n d  t h e  c o n c l u s i o n  t o  a n y  r e q u i r e d  o r d e r .  Now 
i n  t h e  c a s e  o f  K -  K* we s h a l l  p r o v e  t h e  p r e s e n t  l e m m a  b y  
i n d u c t i o n  o n  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c o m p l e x  K .  C l e a r l y  i f  K 
i s  a  0 - c o m p l e x  t h e  l em m a  h o l d s .  We a s s u m e  n o w  t h a t  t h e  
p r e s e n t  l e m m a  h o l d s  f o r  e v e r y  n - c o m p l e x .  B y  Lemma 1 1 3  t h e n  
T h e o r e m  1 4  h o l d s  f o r  a n y  n - c o m p l e x  a l s o .  L e t  K b e  a n  ( n  +
1 ) - c o m p l e x ,  l e t  M b e  i t s  n - s k e l e t o n ,  a n d  l e t  ,
. . . ,  A^"^^ b e  t h e  s e t  o f  a l l  a r b i t r a r i l y  o r i e n t e d  ( n - t  
1 ) - s i m p l e x e s  o f  K .  L e t  b e  t h e  s e t  o f  a l l  p r o p e r  f a c e s  o f
a n d  l e t  b e  t h e  b a r y c e n t e r  o f  A^"*"^. L e t  T^ =
V  ( 5 * ) .  By a s s u m p t i o n  t h e  p r e s e n t  l em m a  a n d  T h e o r e m  1 4  
^ i  i
b o t h  h o l d  f o r  S j s i n c e  S  i s  o f  d i m e n s i o n  n .  Now t h e r e f o r e
i
t h e  h o m o l o g y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o m p l e x  a r e  t h e  s a m e  a s
t h o s e  o f  t h e  c o m p l e x  S  w h i c h  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  i n
T h e o r e m  1 2 .  We n o w  c o n s i d e r  t h e  h o m o l o g y  p r o p e r t i e s  o f  T ^ .
L e t  x ^  b e  a n  r - c h a i n  o f  T^ o f  t h e  f o r m  w h e r e  i s  a
c h a i n  o f  8* , w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  i t s  b o u n d a r y  A x .  i s  
i  1
c o n t a i n e d  i n  S ^ .  T h e n  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  h o l d :
a )  i f  r  6  n  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  c h a i n  y ^  i n  S ’ 
s u c h  t h a t  X, -  y  i s  a  c y c l e  h o m o l o g o u s  t o  z e r o  i n  T . ,
b )  i f  r s  n  f  1 ,  t h e n  x  =  g j A .  ) * ,  w h e r e  g .
i l l
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i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p  o v e r  w h i c h  t h e  c h a i n s  
a r e  d e f i n e d .
B e f o r e  p r o o f  o f  a )  a n d  b )  we n o t e  t h a t  t h e  t w o
f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  a r e  v a l i d ;
c )  I f  r  ss 1  t h e n  ^ ( z ^ )  = -
b y  Lemma 1 0 5 .  S i n c e  ^  i s  c o n t a i n e d  i n  S ’’ t h e n  
I ( Z i )  — 0 .  T h a t  i s ,  i f  r  = 1  t h e n  i s  a  0 - c y c l e  o f  
w i t h  K r o n e c k e r  i n d e x  z e r o .
d  ) I f  r  >  1 ,  t h e n  Ù ^  A  ^ ( z ^  ) =  z ^  -
^  ^ ( A  z ^  ) .  T h u s  ( A  ) *  0  a n d  A  z ^  =  0 .  T h a t  i s ,  i f  
r  >  1 ,  t h e n  z ^  i s  a n  ( r  -  1 ) - c y c l e  o f  8 %
We n o w  p r o v e  r e l a t i o n
a )  I f  r  ^  n  t h e n  t h e  d i m e n s i o n  o f  i s  l e s s  
t h a n  o r  e q u a l  t o  n  -  1 .  S i n c e  we h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e
p r e s e n t  l e m m a  h o l d s  f o r  e v e r y  n - c o m p l e x  t h e n  T h e o r e m  1 4  a l s o
h o l d s .  T h u s  t h e  c y c l e  z ^  i s  h o m o l o g o u s  t o  z e r o  i n  8* i f
r  >  1 b e c a u s e  e v e r y  c y c l e  o f  d i m e n s i o n  g r e a t e r  t h a n  z e r o  a n d  
l e s s  t h a n  n  i s  h o m o l o g o u s  t o  z e r o  i n  8 ^  b y  T h e o r e m  1 2 .  
H o w e v e r ,  i f  r  =  1 ,  t h e n  b y  c )  we h a v e  I ( z ^ )  =  0 .  Now s i n c e  
n  > r  = 1 ,  t h e n  8 ^  i s  c o n n e c t e d ,  a n d  h e n c e  z ^ r V  Q i n  t h i s  
c a s e  a l s o  b y  Lemma 7 3 .  T h e r e f o r e  t h e r e  e x i s t s  a  c h a i n  y ^  i n  
8 ^  w h o s e  b o u n d a r y  i s  z ^ ,  a n d  i f  v ^  h a v e  t h e
r e l a t i o n  ^ v ^  a ,  y ^  -  ^ Y i ^  ^  ^ i ^  =  y ^  -  T h a t  i s ,  -
y ^  A) 0 i n  T ^ .
We n o w  p r o v e  r e l a t i o n
b )  I f  r  as n  +  1  t h e n  t h e  d i m e n s i o n  o f  z ^  i s  n .
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I f  n  =  0 ,  t h e n  I ( z  ) =  0 a n d  t h e n  o b v i o u s l y  z  i s  o f  t h e
i  i
f o r m  T h u s  b )  h o l d s  i n  t h i s  c a s e  b e c a u s e  /Ù (AÏ ) —
( A A  ) ’ • I f  n  >  0  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  c y c l e  u  i n  S .  s u c h
1 j_ 1
t h a t  z  f \ )  u j  i n  S* b y  T h e o r e m  1 4 *  H o w e v e r ,  t h e  h o m o l o g y  i s  
i l  i
a n  e q u a l i t y  s i n c e  z  h a s  t h e  s a m e  d i m e n s i o n  a s  S]  a n d  t h u s
i  i
z .  =  \i] , By  T h e o r e m  1 2  t h e  c y c l e  u .  o f  8  i s  o f  t h e  f o r m  
i l  1 i
T h e r e f o r e  Zj  ̂ *  g ^ (  A A^'*'^) » . T h a t  i s ,  =
S i ) ^ i [ ( ^ > a “  1 ) ] '  =
We c o n s i d e r  o n e  m o r e  r e l a t i o n
e )  I n  a )  a n d  b )  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  x .  =.
( z ^  ) a n d  t h e r e f o r e  t h a t  t h e  d i m e n s i o n  o f  x ^  w a s  a t  l e a s t  
o n e .  We s h a l l  p r o v e  h e r e  t h a t  i f  x ^  i s  a  0 - c h a i n  o f  T ^  t h e n
t h e r e  i s  a  0 - c h a i n  y ^  o f  8 ^  s u c h  t h a t  x ^  -  y ^ A ^  0 i n  T ^ .  To
t h i s  e n d  l e t  a  b e  a  v e r t e x  o f  S ^ ,  T h e n  4  ( , a )  i s  a  s i m ­
p l e x  o f  T^  w h o s e  b o u n d a r y  i s  4 * ( a )  -  . T h a t  i s
( a )  i n  T ^ .  I f  we  r e p l a c e  - f  ( b y  - K a )  i n  x ^  t h e  r e ­
q u i r e d  c h a i n  y ^  i s  o b t a i n e d .
We n o w  a p p l y  r e l a t i o n s  a ) ,  b ) ,  a n d  e )  t o  t h e
p r e s e n t  l e m m a .  I f  x  i s  a  c h a i n  o f  K* w h i c h  s a t i s f i e s  t h e
p r e s e n t  l e m m a  t h e n  z* i s  a  c h a i n  o f  M* p r o v i d e d  o n l y  t h a t  
A X =. z* s i n c e  t h e  d i m e n s i o n  o f  A  x  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o
n  a n d  h e n c e  z  i s  a  c h a i n  o f  M. L e t  x ^  b e  t h e  su m  o f  a l l  t h e
m e m b e r s  o f  t h e  l i n e a r  f o r m  x  w h i c h  c o n t a i n  s i m p l e x e s  w i t h  
v e r t e x  T h e n  x ^  i s  a  c h a i n  o f  T ^ .  We s h a l l  p r o v e  t h a t
A x  i s  a  c h a i n  o f  S Î . I n d e e d ,  t h e  c h a i n  x  -  x .  d o e s  n o t1 i  1
c o n t a i n  s u c h  s i m p l e x e s  w i t h  v e r t i c e s  a n d  h e n c e  t h e
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b o u n d a r y  Ak z  -  d o e s  n o t  c o n t a i n  s u c h  s i m p l e x e s .  T he
c h a i n  / Ï  x  i s  c o n t a i n e d  i n  M* a n d  a l s o  c o n t a i n s  n o  s i m p l e x e s
w i t h  v e r t e x  M  , H e n c e  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e s e  c h a i n s
' i
“  ^ x  -  ( A x  -  A x )  c o n t a i n s  n o  s i m p l e x  w i t h  v e r t e x
T h e r e f o r e  t h e  c h a i n  A x ^  i s  c o n t a i n e d  i n  8* a n d  a ) ,
b ) ,  a n d  c )  a r e  a p p l i c a b l e  t o  i t .  V/e n o w  c o n s i d e r  t w o  c a s e s .
I n  t h e  f i r s t  c a s e  w e  c o n s i d e r  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c h a i n  x
t o  b e  l e s s  t h a n  n - f  1 .  T h e n  b y  a )  a n d  c )  t h e r e  e x i s t s  a
c h a i n  y .  o f  8* s u c h  t h a t  x  -  y .  r j  0 i n  T .  . I f  v;e s e t  x *  =
1 i  1 i  1
X  -  ( x  -  y_ )  -  . . .  -  {x, -  y, ) t h e n  A  x *  =?  A  x  -  z* a n d
1 1  . k  k
h e n c e  x *  -  x  A / 0  i n  K* . T h e  c h a i n  x *  h a s  n o  s i m p l e x  w i t h
v e r t e x  , i  =  1 ,  2 ,  . . . ,  k ,  a n d  h e n c e  x *  i s  c o n t a i n e d  i n
M * . T h u s  t h e  p r e s e n t  l e m m a  a p p l i e s  t o  x * .  T h a t  i s ,  t h e r e
i s  a  c h a i n  y  o f  M s u c h  t h a t  A y  z a n d  x *  -  y* A /  0 i n  M’ .
H e n c e  x  -  y * r v  0 i n  K * , a n d  t h e  l e m m a  h o l d s  f o r  c h a i n s  o f
d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  n  H- 1 .  I n  t h e  s e c o n d  c a s e  we c o n s i d e r
t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  c h a i n  x  t o  b e  n  •+ 1 .  B y  b )  x .  i s  o f
t h e  f o r m  x ^  = I f  y = • • • 4
g  t h e n  t h e  c h a i n  x  -  y* c l e a r l y  c o n t a i n s  n o  s i m p l e x
k  ^
w i t h  v e r t e x  i  -  1 ,  2 ...................k .  8 i n c e  x  -  y* i s  a n
( n  4  1 ) - c h a i n  i t  i s  e q u a l  t o  z e r o  a n d  t h e r e f o r e  x  =  y * . Now 
t h e  b o u n d a r y  A ( x  -  y* ) t ? ( z - A y ) ’ * 0  a n d  t h u s  A  y  •= z ,  
s i n c e  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  a  c h a i n  i s  z e r o  o n l y  i f  
t h e  c h a i n  i s  z e r o .  H e n c e  t h e  l e m m a  h o l d s  f o r  d i m e n s i o n  o f  x  
e x a c t l y  n  +  1 ,  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  p r e s e n t  
l e m m a ,  w h i c h  b y  Lemma 1 1 2  i m p l i e s  t h e  v a l i d i t y  o f  T h e o r e m  1 4 .
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REMARK: I f  K a n d  L  a r e  t w o  c o m p l e x e s ,  i f  a n d  a r e
s u b d i v i s i o n s  o f  K a n d  L r e s p e c t i v e l y ,  a n d  i f  f  i s  a  s i m p l i -
Q/ A
c i a l  m a p p i n g  o f  K i n t o  L , t h e n  t h e  m a p p i n g  f  i n d u c e s  a
✓N/ -P 0<
h o m o m o r p h i s m  f  o f  t h e  g r o u p  B (K  ,G )  i n t o  t h e  g r o u p  
B ^ ( L ^ , G ) *  T h i s  c o n s e q u e n c e  i s  s t a t e d  i n  Lemma 9 7 .  H o w e v e r  
t h e r e  e x i s t s  a n  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  B ^ ( K ^ , G )  a n d  B ^ ( K , G )  
a n d  a l s o  a n  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  B ^ ( L ^  , G) a n d  B ^ ( L , G ) .
T h e s e  t w o  s i m i l a r  i s o m o r p h i s m s  a r e  i n  c o n s e q u e n c e  o f  T h e o r e m  
1 4 .  T h e r e f o r e , s i n c e  i s o m o r p h i c  s y s t e m s  a r e  a b s t r a c t l y  
i d e n t i c a l ,  we m ay  c o n s i d e r  f  t o  b e  a  h o m o m o r p h i s m  o f  B ( K , G )  
i n t o  B ^ ( L ,  G ) .  T h i s  i d e a  m a y  b e  e x p r e s s e d  m o r e  e x p l i c i t l y  i n  
t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  l e t  X b e  a n y  e l e m e n t  o f  t h e  g r o u p
B ^ ( K , G ) ,  l e t  X b e  a  c y c l e  b e l o n g i n g  t o  t h e  c l a s s  X ,  a n d  l e t
0( (V / \  p/
X b e  t h e  s u b d i v i s i o n  o f  x  i n  K . Now f { x  ) i s  a  c y c l e
o f  b y  Lemma 9 5 .  F u r t h e r m o r e ,  b y  T h e o r e m  1 4  t h e r e  e x i s t s
a  c y c l e  y  o f  L  w h o s e  s u b d i v i s i o n  y ^  i s  h o m o l o g o u s  t o  f ( x ^  )
A
i n  L . I f  N i s  t h e  h o m o l o g y  c l a s s  o f  e l e m e n t s  o f  L v^/hich 
c o n t a i n s  y  t h e n  f ( X )  =  N.
LEI^IMA 1 1 3 : I f  K a n d  L  a r e  t w o  c o m p l e x e s  a n d  i f  i s  a  c o n ­
t i n u o u s  m a p p i n g  o f  t h e  p o l y h e d r o n  1k | i n t o  t h e  p o l y h e d r o n  
| l | t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  i n t e g e r  m 2L 0 f o r  w h i c h  t h e  m a p p i n g  
' f  o f  t h e  c o m p l e x  i n t o  L s a t i s f i e s  t h e  s t a r  c o n d i t i o n .
P r o o f ; We s h a l l  f i r s t  s h o w  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i ­
t i v e  n u m b e r  G  s u c h  t h a t  e v e r y  s u b s e t  F  o f  t h e  p o l y h e d r o n  
| l |  o f  d i a m e t e r  l e s s  t h a n  S  i s  c o n t a i n e d  i n  o n e  o f  t h e  
s t a r s  8 ( b )  o f  t h e  c o m p l e x  L .  T o  p r o v e  t h a t  s u c h  a n  &
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e x i s t s  we a s s u m e  t h e  c o n t r a r y ;  t h a t  i s ,  we a s s u m e  t h a t  f o r  
e v e r y  p o s i t i v e  i n t e g e r  t  t h e r e  e x i s t s  a  s e t  o f  | l |  o f  d i ­
a m e t e r  l e s s  t h a n  l / t  w h i c h  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  a n y  o n e  o f  
t h e  s t a r s  o f  t h e  c o m p l e x  L* Now s i n c e  | l |  i s  a  c o m p a c t  s e t  
a n d  s i n c e  t h e  d i a m e t e r s  o f  t h e  s e t s  F .  a p p r o a c h  z e r o  a s  a  
l i m i t ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  p o i n t  c  i n  | l |  s u c h  t h a t  a n y  
n e i g h b o r h o o d  o f  c c o n t a i n s  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  t h e  s e t s  i n  
t h e  s e q u e n c e  ^ F ^ ^ ^  1 2  I f  we t a k e  a s  a  n e i g h b o r -
h o o f  o f  c a n y  n e i g h b o r h o o d  c o n t a i n i n g  t h e  s t a r  S ( b )  o f  K
w h i c h  c o n t a i n s  c ,  t h e n  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  s e t s  F .  i s  c o n -
X*
t a i n e d  i n  S ( b ) .  T h i s  i s  a c o n t r a d i c t i o n  a n d  h e n c e  t h e  r e ­
q u i r e d  n u m b e r  0  e x i s t s .  Now s i n c e  | k |  i s  c o m p a c t ,  ^  i s  
u n i f o r m l y  c o n t i n u o u s ,  a n d  t h e r e  i s  t h e r e f o r e  a  p o s i t i v e  n u m ­
b e r  ^  s u c h  t h a t
(66) çjÿix). f(y^<e
p r o v i d e d  o n l y  t h a t  x ,  y  £ . | k ( a n d  t h a t  Ç ? ( x , y ) <  S  • How I f
^  i s  t h e  m a x im u m  d i a m e t e r  o f  a n y  s i m p l e x  o f  K l e t  m b e  a  
l a r g e  e n o u g h  p o s i t i v e  i n t e g e r  t h a t  £ n / ( n  + 1 ^ S/2,
T h e n  b y  T h e o r e m  1 3  e v e r y  s t a r  S ( a )  o f  h a s  d i a m e t e r  l e s s
t h a n  B u t  t h e  d i a m e t e r  o f  ^ [ s C a ) J  i s  l e s s  t h a n  E" b y
r e l a t i o n  ( 6 6 )  a n d  t h u s  ^ j s ( a ) ]  i s  c o n t a i n e d  i n  a t  l e a s t  o n e  
s t a r  o f  L .  T h e r e f o r e  w h i c h  m a p s  i n t o  L s a t i s f i e s
t h e  s t a r  c o n d i t i o n *
IÆM1IA 1 1 4 ; I f  K* i s  t h e  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  a n  
a r b i t r a r y  c o m p l e x  K t h e n  e v e r y  s t a r  o f  K* i s  c o n t a i n e d  i n  
so m e  s t a r  o f  K*
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P r o o f ; L e t  CT b e  a n y  v e r t e x  o f  K* a n d  l e t  A b e  t h e  
s i m p l e x  o f  K w h o s e  c e n t e r  i s  ( T . I f  B = (
( T ^ )  i s  a n y  s i m p l e x  o f  t h e  s t a r  S ( ^ )  o f  K* , t h e n  l e t  CT^ 
T h e  o p e n  s i m p l e x  B i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  o p e n  s i m p l e x  
b y  Lemma 1 0 7 .  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  A^ == A i s  a  f a c e  o f  A ^ ,  
t h e  s t a r  S ( ( f )  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  u n i o n  S ( A )  o f  a l l  o p e n  
s i m p l e x e s  w h i c h  h a v e  A a s  a  f a c e .  I f  a  i s  a  v e r t e x  o f  A 
t h e n  t h e  s t a r  8 ( a )  o f  K c o n t a i n s  S ( A ) , a n d  t h u s  S(CT ) C  
S ( a ) .
LEMMA 1 1 5 : L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x  K i n t o
a  c o m p l e x  L  a n d  l e t  b e  a  s u b d i v i s i o n  o f  K .  I f  K ,
t h e n  f  i s  n o t  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  K i n t o  L ,  b u t  i t  i s
a  s t a r - r e l a t e d  m a p p i n g  a n d  h e n c e  b y  T h e o r e m  1 1  t h e r e  e x i s t s
o (  <X
a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  f  o f  K  i n t o  L w h i c h  a p p r o x i m a t e s  f . 
F u r t h e r m o r e ,  i f  x  i s  a  c h a i n  o f  K ,  we h a v e
( 6 7 )  f ^  (x®^ ) = f  ( x ) .
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  L  =  K a n d  i f  f  i s  t h e  i d e n t i t y  m a p p i n g  o f  
K o n t o  i t s e l f  we  h a v e  f  ( x  ) — x .
P r o o f : V/e s h o w  f i r s t  t h a t  f  s a t i s f i e s  t h e  s t a r  c o n d i ­
t i o n ,  L e t  a  b e  a  v e r t e x  o f  K .  I f  f ( a ) =  b  a n d  i f  A i s  a n y
o p e n  s i m p l e x  o f  K  w h i c h  h a s  a  a s  a  v e r t e x  t h e n  f ( A )  i s  a n
o p e n  s i m p l e x  o f  L  w i t h  v e r t e x  b .  T h i s  i s  a  c o n s e q u e n c e  o f
t h e  d e f i n i t i o n  o f  s i m p l i c i a l  m a p p i n g .  T h u s  f j s ( a ) ' ^ C  8 ( b )
a n d  h e n c e  b y  Lemma 1 1 4  we k n o w  t h a t  t h e  m a p p i n g  f  o f  K 
i n t o  L  i s  a l s o  a  s t a r - r e l a t e d  m a p p i n g .  We now  p r o v e  r e l a ­
t i o n  ( 6 7 )  b y  m e a n s  o f  a n  i n d u c t i o n  o n  t h e  n u m b e r  o f
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d i m e n s l o n s  o f  t h e  c h a i n  x .  T h e  r e l a t i o n  i s  c l e a r l y  v a l i d  
f o r  a  0 - c h a i n ,  We a s s u m e  t h a t  r e l a t i o n  ( 6 7 )  h o l d s  f o r  a n y  
( r  -  1 ) - c h a i n .  L e t  T h e  t h e  s e t  o f  a l l  f a c e s  o f  a n  o r i e n t e d  
r - s i m p l e x  A o f  K ,  T h e n  f ( ) T | ) =  D w h e r e  D i s  a  s i m p l e x  o f  
L .  Now f  m a p s  a l l  v e r t i c e s  o f  T i n t o  p o i n t s  o f  D, H e n c e  
e v e r y  s i m p l e x  o f  T ^  i s  m a p p e d  b y  f  e i t h e r  i n t o  D o r  i n t o  a  
f a c e  o f  D b y  T h e o r e m  1 1 ,  We c o n s i d e r  t w o  c a s e s ,
a )  I f  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  s i m p l e x  -D i s  l e s s
t h a n  r  t h e n  a l l  o f  t h e  r - s i m p l e x e s  o f  T a r e  d e g e n e r a t e
0< ^ ol Ç)/ . ^
u n d e r  f  a n d  we h a v e  f  (A  ) =  0  w h i c h  i m p l i e s  f ( A )  =  0 ,
b  ) I f  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  s i m p l e x  D i s  r  t h e n
f ( A )  i s  t h e  s i m p l e x  D i t s e l f  o r i e n t e d  i n  so m e  p a r t i c u l a r
w a y .  H o w e v e r
A ex' (V A
( 6 8 )  f  ) =  k f ( A )
f o r  som e  i n t e g e r  k  s i n c e  e v e r y  r - s i m p l e x  o f  T ^  e i t h e r  m a p s  
o n t o  D o r  i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  t h e  m a p p i n g  f  , We n e e d  o n l y  
sh o w  t h a t  k  =  1  t o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f .  Now a p p l y i n g  t h e  
b o u n d a r y  o p e r a t o r  A  t o  r e l a t i o n  ( 6 8 )  we o b t a i n
( 6 9 )  ( a “  ̂ ) »  f*^ ( id  a "  ̂ ) -  f ' ^  j^( A  A ) '^ ]  '  k ^ f ( A )  —
k f (  A A ) ,
A V  A
R e p l a c i n g  A  A b y  x  we o b t a i n  f  ( x  ) =• k f ( x )  f r o m  t h e  
e q u a l i t y  o f  t h e  t h i r d  a n d  f i f t h  t e r m s  i n  ( 6 9 ) ,  H e n c e  k  — 1 ,  
s i n c e  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  i m p l i e s  t h a t  ( 6 7 )  h o l d s  f o r  
a n y  ( r  -  1 ) - c h a i n  s u c h  a s  x .  T h e r e f o r e
( 7 0 )  ) *  f ( A ^ )
f o r  a n y  a r b i t r a r y  o r i e n t e d  s i m p l e x  A^ o f  K ,  I f  we m u l t i p l y
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( 7 0 )  b y  g. a n d  su m  o v e r  i  we o b t a i n  ( 6 7 )  f o r  a n  a r b i t r a r y
X
r - c h a i n .
LEMMA 1 1 6 ; L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  a  c o m p l e x  K 
i n t o  a  c o m p l e x  L ,  l e t  K b e  a  s u b d i v i s i o n  o f  K ,  a n d  l e t  f
b e  a  s i m p l i c i a l  m a p p i n g  o f  i n t o  L w h i c h  a p p r o x i m a t e s  f .
ok -p qc
T h e  m a p p i n g  f  i n d u c e s  a  h o m o m o r p h i s m  f  o f  B (K  ) i n t o
r
B ( L ) • T h i s  i n d u c e d  h o m o m o r p h i s m  m a y  a l s o  b e  c o n s i d e r e d  t o  
b e  a  h o m o m o r p h i s m  o f  B ^ ( K )  i n t o  B ^ ( L )  b y  t h e  s e c o n d  r e m a r k
f o l l o w i n g  Lemma 1 1 2 ,  H o w e v e r  f  a l s o  i n d u c e s  a  h o m o m o r p h i s m
^  r  T» ^
f  o f  B (K)  i n t o  B ( L ) .  We s h a l l  p r o v e  h e r e  t h a t  f  a n d  f
a r e  i d e n t i c a l .  F u r t h e r m o r e ,  i f  L  =•  K a n d  f  i s  t h e  i d e n t i t y  
m a p p i n g  o f  K  o n t o  i t s e l f  t h e n  t h e  h o m o m o r p h i s m  i s  t h e  
i d e n t i t y  m a p p i n g  o f  B ^ ( K )  o n t o  i t s e l f .
P r o o f ; I f  X* Z  B ^ ( K )  a n d  i f  x  i s  a  c y c l e  o f  t h e  h o m o ­
l o g y  c l a s s  X * ,  t h e n  f  ®^(x°^ ) i s  a  c y c l e  o f  L  a n d  t h e  h o m o l o ­
g y  c l a s s  T f*^  ( x ^  M * w h i c h  c o n t a i n s  i t  i s  f  ^ ( x * ) b y  t h e  
L  J  A ,
s e c o n d  r e m a r k  f o l l o w i n g  Lemma 1 1 2 .  H o w e v e r  , f ( x )  i s  a
c y c l e  o f  L a n d  t h e  h o m o l o g y  c l a s s  F f ( x M  * w h i c h  c o n t a i n s  i t
^  ^  jAv c/
i s  f  ( x * ) . T h u s  f  ( x  ) *̂  f  ( x )  b y  Lemma 1 1 5  a n d  h e n c e
f  ( x * )  = f  ( x * ) .
THEOREM 1 5 : I f  |k J  a n d  jKgj a r e  h o m e o m o r p h i c  p o l y h e d r a ,
t h e n  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  c o m p l e x e s  K a n d  K h a v e  e q u a l  
d i m e n s i o n s .
P r o o f : We p r o v e  t h e  c o n t r a p o s i t i v e  a n d  a s s u m e  w i t h o u t
l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  t h e  d i m e n s i o n  n  o f  t h e  c o m p l e x  i s  
g r e a t e r  t h a n  t h e  d i m e n s i o n  o f  K .  L e t  ^  b e  a  h o m e o m o r p h i s m
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o f  Kg o n t o  K ^ .  We m a y  c h o o s e  s u b d i v i s i o n s  K ^  a n d  K ^  o f  Kg 
a n d  K  r e s p e c t i v e l y  w h i c h  a r e  o f  s u f f i c i e n t l y  h i g h  o r d e r  t o  
i n s u r e  t h a t  s i m p l i c i a l  m a p p i n g s  f  o f  K i n t o  K a n d  g  o f  
Kj^ i n t o  Kg e x i s t  a n d  a p p r o x i m a t e  f  a n d  r e s p e c t i v e l y .
T h i s  i s  t r u e  b y  T h e o r e m  1 1  a n d  Lemma 1 1 5 ,  T h e n  t h e  m a p p i n g  
f g  o f  i n t o  K a p p r o x i m a t e s  t h e  i d e n t i t y  m a p p i n g  'Y
a n d  h e n c e  b y  Lemma 1 1 5  we h a v e  
( 7 1 )  f \ g ( x ^  )' ^ ( x ^
o n
h o l d s  f o r  e v e r y  c h a i n  x  o f  K . B u t  we a l s o  h a v e  t h e  c o n d i -
t i o n  t h a t  e v e r y  n - s i m p l e x  o f  K^ i s  d e g e n e r a t e  u n d e r  t h e
m a p p i n g  g  s i n c e  K ^  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  s i m p l e x e s  o f  d i m e n -
^  A o /
s i o n  n .  T h e r e f o r e  g ( x  ) — 0  w h e n e v e r  x  i s  a n  n - c h a i n  o f  K .  
T h u s  f  |g (x® ^ 0 .  B u t  t h i s  i s  a  c o n t r a d i c t i o n  t o  r e l a t i
( 7 1 )  b e c a u s e  c l e a r l y  x  i s  a  n o n t r i v i a l  n - c h a i n  o f  K ^ .  T h i s  
p r o v e s  t h e  t h e o r e m  b y  r e d u c t i o n  t o  a n  a b s u r d i t y .  I t  m ay  b e  
n o t e d  t h a t  we a r e  e n a b l e d  b y  t h i s  t h e o r e m  t o  r e f e r  t o  t h e  
d i m e n s i o n  o f  a  p o l y h e d r o n .
THEOREM 1 6 ; L e t  b e  a  h o m e o m o r p h i s m  o f  a  c o m p l e x  K^ o n t o
a  c o m p l e x  K , l e t  '-f , a n d  l e t  K ^ a n d  b e  s u b -
2 » 1 2 1 2
d i v i s i o n s  o f  t h e  g i v e n  c o m p l e x e s  f o r  w h i c h  t h e  m a p p i n g  i ^
o(  o(
o f  K i n t o  K i s  a  s t a r - r e l a t e d  m a p p i n g .  I f  t h e  m a p p i n g
i o< û /  (_P
f  “  o f  K, i n t o  K i s  a  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  1  .
t h e n  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  r e l a t i o n s :
o( _
a )  t h e  h o m o m o r p h i s m  f  o f  B (K  ) i n t o  B (K )
V  OC
i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e  o f  K , K , a n d  f^  a n d  h e n c e
’ 2  ’ 1
o a n  b e  d e n o t e d  b y  t h e  r e l a t i o n  X  1b ’^ ( K ^ ) | C  B ^ ( K g ) ,
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
—1 1 8 —
b )  t h e  h o m o m o r p h i s m  i s  a n  i s o m o r p h i s m  o f
B ^ ( K  ) o n t o  B ^ ( K _ ) ,
1  ^  /sV
c )  i f  t h e  i s o m o r p h i s m  p  o f  B ^ ( K g )  o n t o  
B (K  ) i s  i n d u c e d  b y  y p  i h  t h e  s a m e  m a n n e r ,  t h e n  t h e
. ' y
i s o m o r p h i s m s  j  a n d  ^  a r e  i n v e r s e  t o  e a c h  o t h e r .
1 6
P r o o f ; We f i r s t  i n t r o d u c e  t w o  a d d i t i o n a l  s u b d i v i s i o n s  
a n d  o f  t h e  g i v e n  c o m p l e x e s  f o r  w h i c h  t h e  m a p p i n g
o f  K 0  o n t o  s a t i s f i e s  t h e  s t a r  c o n d i t i o n ,  a n d  we l e t  f ^  
o f  i n t o  b e  a  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  ^  . We 
m a y  a s s u m e  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  i s  a  f i n e r
b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  t h a t  s i n c e  t h e y  a r e  c l e a r l y
s u b d i v i s i o n s  o f  t h e  s a m e  c o m p l e x  K  . We m a y  c h o o s e  a  s u b -  
d i v i s i o n  Kg o f  Kg f i n e  e n o u g h  t o  i n s u r e  t h a t  t h e  m a p p i n g
'P ,  o f  K ^  o n t o  K ^  i s  s t a r - r e l a t e d .  L e t  f  ^  b e  a  s i m p l i -
1 -  Y <X ^ O
c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  i o f  K i n t o  K_ a n d  l e t  f ^  b e  a
A V/
s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  o f  K ^  i n t o  K £  .  L e t  K^ b e  a  s u b ­
d i v i s i o n  o f  K s u c h  t h a t  t h e  m a p p i n g  f  o f  K i n t o  K i s
1 1 1 2
s t a r - r e l a t e d .  L e t  f  b e  a  s i m p l i c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  T ,
Y  Y  ^
o f  K i n t o  K • T h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m  w i t h  t h e  g i v e n  
1 2
h o m e o m o r p h i  sm s  w r i t t e n  a b o v e  t h e  a r r o w s  a n d  w i t h  t h e  s i m p l i ­
c i a l  a p p r o x i m a t i o n s  w r i t t e n  b e l o w  o u t l i n e s  t h e  m a p p i n g s  a n d  
s u b d i v i s i o n s  m e n t i o n e d  a b o v e
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^1
2
^ 1
4 - 4-
K < k Y.
4
T h e s e  s i m p l i c i a l  m a p p i n g s  i n d u c e  h o m o m o r p h i s m s  o f  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  B e t t i  g r o u p s  o f  t h e  s u b d i v i d e d  c o m p l e x e s  w h i c h  
c a n  b e  o u t l i n e d  a s  f o l l o w s ;
B ^ ( K ^  )
f .
b ^ ( k /  ) .
T h e  c o r r e s p o n d i n g  B e t t i  g r o u p s  o f  t h e  o r i g i n a l  c o m p l e x e s  f o r  
w h i c h  t h e r e  a r e  a l s o  i n d u c e d  h o m o m o r p h i s m s  ( b y  t h e  s e c o n d  
r e m a r k  f o l l o w i n g  Lemma 1 1 2 )  m ay  b e  o u t l i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  
m a n n e r :
--------------- B^(K^)-  B ^ (K g) -« --------------B ^ ( K ^ ) .
Now t h e  m a p p i n g  f ^  f ^  o f  Kg i n t o  i s  a  s i m p l i c i a l
a p p r o x i m a t i o n  t o  ^  'fL  b y  Lemma 9 2 .  T h u s  t h e  h o m o m o r p h i s m  
f_  f *  o f  B (K  ) o n t o  i t s e l f  i s  t h e  i d e n t i t y  h o m o m o r p h i s m .
— 0< ^  g/
Now t h e  k e r n e l  o f  t h e  h o m o m o r p h i s m  f  f  c o n t a i n s  t h e  k e r -
n e l  o f  f  • B u t  s i n c e  f  f  i s  t h e  i d e n t i t y  h o m o m o r p h i s m  
2 2 2
i t  h a s  k e r n e l  z e r o .  H e n c e
( 7 2 )  t h e  k e r n e l  o f  t h e  h o m o m o r p h i s m  f  i s  z e r o .
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S i n c e  m a p s  B (K g )  i d e n t i c a l l y  o n t o  i t s e l f  t h e n
B ^ ( K g )  =  f ^  B ^ ( K g ) C  f ^ B ^ ( K ^ )  .  H e n c e
( 7 3 )  f ^ B ^ ( K i )  =  B ^ ( K g )  .
Now t h e  m a p p i n g  f g  f ^  w h i c h  m a p s  i n t o  K ^  i s  a  s i m p l i -
c i a l  a p p r o x i m a t i o n  t o  Y  b y  Lemma 9S a n d  t h u s
^  ^  / X ,  y .
( 7 4 )  t h e  k e r n e l  o f  t h e  h o m o m o r p h i s m  f^^ i s  z e r o .
T h u s
( 7 5 )  f g  B ^ ( E  ) =  B ^(E_  ) .
r
Now b y  ( 7 2 )  a n d  ( 7 5 )  c l e a r l y  f  i s  a n  i s o m o r p h i s m  o f  B ( K o )
o n t o  B ^ ( K  ) a n d  s i n c e  f ,  f  i s  t h e  i d e n t i t y  m a p p i n g  t h e n
. X  ̂ - ^ 2o/
f ^  a n d  f g  a r e  i n v e r s e  i s o m o r p h i s m s :
( 7 6 )  f  = (fg ) ' l .
<vY
I n  a  s i m i l a r  m a n n e r  c l e a r l y  f  a n d  f  a r e  i n v e r s e  i s o m o r ­
p h i s m s :
( 7 7 )  f j  =: ( f g  )
T h e r e f o r e
^  o( A. Y
( 7 8 )  f_ % f /
/ ^ a  ' ^ y
b e c a u s e  o f  ( 7 6 )  a n d  ( 7 7 ) .  I n  a  s i m i l a r  m a n n e r  f ^ '  :r f ^  , 
s i n c e  we m a y  r e p l a c e  o< b y  6  a n d  o b t a i n  v a l i d  r e l a t i o n s .
rw a  /V e<
T h e r e f o r e  f ^ '  s  f^^ b y  ( 7 7 )  a n d  ( 7 8 ) .  T h i s  p r o v e s  a ) .
q/ "Y
S i n c e  f ^  i s  a n  i s o m o r p h i s m ,  r  ^  i s  c l e a r l y  a n  i s o m o r p h i s m  
o f  B ^ ( K  ) o n t o  B ^ ( K „ ) .  T h i s  p r o v e s  b ) . Now f i n a l l y ,  i f  we
1  AV
d e n o t e  t h e  i n d u c e d  h o m o m o r p h i s m  o f  B ^ ( K  ) i n t o  B ^ (K - . )  b y  f
t h e n  b y  r e l a t i o n  ( 7 6 )  t h e  i s o m o r p h i s m s  Y' a n d  T g  a r e
1  ^
i n v e r s e s .  T h i s  p r o v e s  c )  a n d  c o n c l u d e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  
t h e o r e m .
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COROLLARY; I f  a n d  Kg a r e  g e o m e t r i c  c o m p l e x e s  s u c h  t h a t
| k ^ |  a n d  a r e  h o m e o m o r p h i c , t h e n  t h e  B e t t i  g r o u p s
B ^ ( K ,  ,G )  a n d  B ^ ( K  ,G )  a r e  i s o m o r p h i c  f o r  a n y  c o e f f i c i e n t
2
g r o u p  G.
P r o o f : B y  T h e o r e m  1 6  a  h o m e o m o r p h i s m  f r o m  | K^ j  o n t o
jK ^ I  d e f i n e s  e x a c t l y  o n e  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  B ^ ( K ^ )  a n d  
B r ( K g ) .
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
